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{(1− qn+1) +
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ri[(q
√

qµ(i − 1, q) + 1)(qn+1−i − 1)

− (q − 1)µ(n, q)]} + (1 +
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q
)µ(n, q).
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√
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√
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�����X�#��}���}��;�d��}��o���b�/���f���X�����X�Y��}ª�����d�o���o} H n Þ �����z�.�E�

V2 6∈ π ~ �d����}¡�d���=�Y��}�� V1V2
�k�����b���¡�e��� H ��} √q+1

�"���Y}.�X� n } }��d���`�/�d�����-���/}z�^�
V1V2
�������X� C1

�/}��
C2
��}[�e���X�����

1
���

q + 1
�"���Y}.�X��� �����o}.�d�S�����b�Q�X���o} n |i�`�+�o���Y�'�f�k�d�z�'�

V2 ∈ π
��}�� |V1V2 ∩ E| ≤ 1

n
�

��NY����Th��Ò�Ó�¶�¾�Â C Ú Õ 0 Â#¶ Ø Â�µQÙ¡¸]ÚC¸N¶/½�¹ Õ ½"Â ÕKÖ Û4Â�µQÚ6Â�i V
¶'½u· H Ú Õ 0 Â#¶�½ Õ ½43;·�Â65oÂ�½"Â�µd¶/ÚiÂ Ø Â�µQÙ¡¸]ÚC¸N¶/½ÁQÄ�µ Ö ¶�¹SÂl�lº�Â�Ú=¶/ºHÁ Õ π 0 Â�Ú+Ô�Â`× Õ º�¶/µ=×"º�¶/½"Â ÕKÖ V 1®¸]Ú]Ô�µdÂ�ÁC×�ÂS¹�Ú2Ú Õ H ¶'½u·�º�Â�Ú Γ = Γ(C,H) 7 ÓuÔ�Â�½ /{ m$| ¸ Ö V 6∈ H /

η3(Γ, q) = q2 + q
√

q +
√

q + 1 − η2(Γ
′, q)

√
q;{ � | ¸ Ö V ∈ H /

η3(Γ, q) = q2 − q + |π ∩ E|.
kkµ Õ�ÕKÖl7 ¿s��� H′ = H ∩ π

��}�� C′ = C ∩ π
n ´j��À��

h = η2(Γ
′, q)
n }  ��E�e�d�o���X���'���/};¢��Y��}����X���X�����o�

V�X��}����e}.�k�X� H �b�=�/���X����+���X� PV
�`���X�

P ∈ H′
n |i�

V 6∈ H �����o���X¢����Y}���d���X������� V
�������X� H ��}������d���e�

1
��� √

q + 1
�"���Y}.�X� ~ �o}§�X�����/�X�����#����}��^�j�l�������d�Y¢ h

���e}����S�'�X���S����� C �/�X�¡�X��}����e}o���X� H ���`���e}���������+���Y�Y�'�f�
η3(Γ, q) = h + (q

√
q + 1 − h)(

√
q + 1).8 �X�d�����

V ∈ H n �f��}z����� π �b�®�d���f�X��}����e}.�l���b�/}��`�X� H �'� V �/}�� H′
����}��d�b�K�S�¦�/� √

q +1
���Y}����¦�X���d�o�����

V
n �f�'�k���o����� C′

����}��d�b�K�S�=�/�-�����d���e�
1
���Y}����o�f�¡�������e}����S�'�X�#�f���X�����X�Y��}������X��� n |6}[�d�����+�o�d�����f�e���d���2�



�  "!$#&%('&)*)$%
�2�o���Y�Å���4���

η3(Γ, q) = q2 + q + 1
�u�`���b�S�Å�b�}��/��z�.�d�d�� ���� n ����}������ C′

�Y���d������}����o}§�/� √
q + 1
�Y�Y}��e�

�d���X�����o�
V
��}��

η3(Γ, q) =
√

q(q
√

q −√
q) + |π ∩ E|.}  ��E�e�d�o���X���'�f�Y}��d���b�f���o�E�o���/�Y�u�d���������X���e�=�Y}��d���#�Y��}��e�/�f�d¢��K�X���

Γ
���d�#���e���e}����S�'�X� n

�

���d��}��Æ�d���¼�����X���Y}��������K¢Æ�+�o�d�����b� �/� B �d�o�z�.�E���d�Y��} ���f�d�o�����d���e���`���d� ¿������������������b���"�o�X�d�� ��Y�Å�X�
�d������}z�K�X�d�����2�X���#�S�/}�À��d�e¥.���e}��������

Γ(C,H)
�+�X��� �X���#�X��}�À��d�e¥.���e}������/�

Γ′
n

��NY����T��sÒ � ÁXÁQÄ�Ù�Â
Γ
Ú Õ ¹ Õ ½zÚi¶/¸]½ª¶'Ú2º�ÂS¶4ÁQÚ Õ ½"Â�¹ Õ ½"Â C ÕKÖ Û'Â�µQÚiÂji V 6∈ E / ¶'½u·�º�Â�ÚlÚ+Ô�Â?µd¶'½�¾¡Á�ÂSÃ�Ä�Â�½"¹SÂÕKÖ Γ′ 0 Â (r′1, r′2) 7 ÓuÔ�Â�½ / Ú]Ô�Â#µd¶/½;¾�Á�ÂXÃ�Ä�Â�½"¹SÂ ÕEÖ Γ ¸bÁ (0, r′1, r

′

2 + 1) 7
|6}��N�����e�;���=�b�2�"�o�X�d�� ��Y�f�X�������d���d�Y "���Y}��/}����������S�'�d���k�4¢¡�d����o�Q�d�z�/�u����}��������S�'�X���o} E ∩ π

��}��d���X���l���
�d�����d���o��}[���b���X�E���2���2~H�4� n »ª���d�������s���e}��/�X���E�z�S�����Y�o�d�d�e�=���=�Y}«~ £'� n
È�É4ÊzËlÊ"ÌeÍNÎeÍCÊzÏ��sÒ�-jÂ�Ú

Γ 0 Â`¶ GF(
√

q) � ×�Â�½u¹�¸]º ÕKÖ-Ø Â�µQÙ�¸]ÚM¸N¶'½¡ÁQÄ�µ Ö ¶�¹SÂ�Á�1®¸]Ú+Ô�µX¶'½;¾�Á�ÂSÃ�Ä�Â�½u¹XÂ (0, r′1, r
′

2+1) 7Ó"Ô�Â�½ / Ú+Ô�Â 0 ¶'Á�Â�¹ Õ ½�Ü_5�Ä�µd¶'ÚM¸ Õ ½ E ′ = E ∩ π
¸bÁ#Ä�½�¸NÃ�Ä�Â�ºaÝ�·�Â�ÚiÂ�µQÙ¡¸]½"ÂS· 7

kkµ Õ�ÕKÖl7 ´=�������/�S���Y}��/�Y���K¢���� E ′
�b�#�����d���X����}��e�ª .¢Å¿���������� n }  ��d���X���?�d���/�

5
���¦�d���

7
���b���X�d�e���/��~H���

�/�X����}��b¥.�����Y¢������d�e�d���Y}��e�Å .¢��d�����Y���S�/}�À[�d�e¥.����}z��� n ���'�2�e���e�e�� "�/�X�§���b���X�f|d|E|f��}���|�� �����X�d���E�"��}z���X�
�d���?�X�/���#�S�/}�À��E��¥.����}����

(r′1, r
′

2) = (0, 1)
n�� ¢�¿��������W���

Γ
���o�f}������e�X�X�/�X���Y¢��S�/}�À��d�e¥.���e}����

(0, 0, 2)�/}�� |E| = q2 + 1
nG� �e}��/�X���d����}Å ;¢ C1

�/}z� C2
�d���?�K�2�����Y�E�d�Y}�����f�e�d�����d�b�/}Å����}����f�/�

Γ
�/}����o�d�d�����

�d���e¢����4�o���X�e�d�z���Q�X���o���Y¢����e�E�X�Y���e�
V1
��}��

V2
n ´=�����X�#�/�X��K�2���"�o�X�E�Y ��Y�����d�Y�e�k�+�o� E ′ = E ∩ π

D
{ m�| E ′

 "���Y��}��o�2�d�����b���X�2|E|E|Q���d���/�=�b� E ′
����}��d�Y�E�X�k��� √

q − 1
�E�� ����Y}������������s���b�N¤K���Y}o�����/}��

2
���o�d���z�o��}.�X� ~{ � | E ′

 z�e���o}��o�k�X�����Y�o�d�=|������d�z�'�`�Y� E ′
���o}��d�Y�E�X�=��� √

q
�d�� ��Y�Y}��e�e���`���b�S�����e�����/�Y�^�Y}[�¡�"���Y}.�

P
n

´=�����+���X�����`���o�E�����������X�k���
V2 6∈ E n |i� E ′

 "���Y��}��.�k�d�����b���X�=|��?���d���e}
V2 = P ∈ E n �

È�É4ÊzËlÊ"ÌeÍNÎeÍCÊzÏ ��Ò¡-jÂ�Ú
Γ 0 Â�¶§½ Õ ½43;·�Â65oÂ�½"Â�µd¶/ÚiÂ�ºa¸]½"ÂS¶/µ�ÁQÝ4ÁSÚ6Â�Ù ÕEÖ?Ø Â�µQÙ�¸]ÚM¸N¶'½ÆÁQÄ�µ Ö ¶�¹SÂQÁ�1®¸]Ú+Ô r2(Γ) =

r3(Γ) = 1 7 ÓuÔ�Â�½ / E ¸bÁ`Â�¸]Ú+Ô�Â�µ2Ú+Ô�Â`Ä�½�¸ Õ ½ ÕEÖ √q+1
½ Õ ½Z3.·oÂ25.Â�½"Â�µd¶'Ú6Â Ø Â�µQÙ¡¸]ÚC¸N¶/½�¹�Ä�µQÛ'ÂQÁ`¶'º]ºs1®¸]Ú+Ô�¶l× Õ ¸]½�Ú¸]½Æ¹ Õ Ù�Ù Õ ½ / Õ µ¡Ú]Ô�Â�Ä�½z¸ Õ ½ ÕKÖ √q

½ Õ ½Z3.·oÂ25.Â�½"Â�µd¶'Ú6Â Ø Â�µQÙ¡¸]ÚC¸N¶/½Æ¹�Ä�µQÛ'Â�Á�¶'½u·Å¶�·�Â65.Â�½uÂ�µX¶'Ú6Â Ø Â�µQÙ¡¸]ÚC¸N¶/½¹�Ä�µQÛ'Â / ¶/º]ºsÁdÔ�¶/µQ¸]½"5[¶ (√q + 1)
3�Á�ÂX¹S¶/½�Ú 7

kkµ Õ�ÕKÖl7 ¿s��� P �/}z� C  z��d���E�"�e���d�Y���e��¢¡�d�����o}���¢��d���d�N�������/���S�/}�À 2
�/}����d�����}��Y¢��f�e�d�����d�b�/}�����}�����}

Γ
n

¿s�������Y�d�
L = radP �/}z� V

 "���d���#�o���d�d�l���/� C n }  ��d���X�����d�z�'� l = |L ∩ E| ∈ {1,
√

q + 1} n{ m�|
l = 1
n ¿s���

M
 "�#�X���?�"���Y}.���/�®�Y}o�X���S�E���Q�X���o}���� C �/}z� L ~ ���Y�e�/�X�Y¢ M 6= V

n |i�
V ∈ E ���X����}��X�����X��b�¡�§�������"��}��e}.�

π
��� P �E���S� �d���/� V ∈ π

n ���'�2�e�������)��}¨�X���b�¡�e���d� C ∩ π = PM
n ���'�2�e���e�e�

�d���Y�f�e�/}�}��/�` z���¡���b�/}����d�e���d�Y��}��/�-��}���};�������o��}��e�X�/�d���f���X�����X�Y��}��d���d�N����� ~ ���e}����o�����`�+�o���Y�'�f�2�d���/�
V 6∈ E n ´=���Y�¡ "���Y}��¼�d�������o�E�o�l�/�Y�k�d��� √q + 1

�E���Q�d�Y��}z����������} C  ;¢ P �/�X��}��o};�;�������e}����S�'�X��f�e�d�����d�b�/}������d�o�e�k���4�;��}����X���#�"���Y}o�
M
��}�����������} n

{ � |
l =

√
q + 1

D�¿s���
v1
 z���X����};���? "���#���2�X�������o���z�o}���}.�X����� P �`���b�S�¼���e��� C �Y}«���������e}����S�'�X��f�e�d�����d�b�/}������d�o� n }  ��d���X�����d���/�

v1 ≤ 1
�/}����e¥.���������K¢����������S�=���®�/}�����}���¢����

V ∈ E n Þ ��}������
(q2 + q

√
q + 1) = (

√
q + 1) + (

√
q + 1 − v1)(q

√
q −√

q) + v1(q
√

q + q2 −√
q),�k�#�����

v1 = 1
��}��

V ∈ E n
�

È�É4ÊzËlÊ"ÌeÍNÎeÍCÊzÏ Ðs¢sÒ�-jÂ�Ú
Γ 0 Â#¶¡½ Õ ½43;·�Â65oÂ�½"Â�µd¶/ÚiÂ�º�¸]½"ÂS¶'µ�ÁQÝ4ÁSÚ6Â�Ù ÕEÖkØ Â�µQÙ¡¸]ÚM¸N¶'½[ÁQÄ�µ Ö ¶�¹SÂ�ÁC1®¸]Ú]Ô r2(Γ) = 1¶'½"·

r3(Γ) = 2 7 ÓuÔ�Â�½ / E ¸bÁ�Ú+Ô�Â�Ä�½�¸ Õ ½ ÕEÖ √q + 1
½ Õ ½¨·�Â65oÂ�½"Â�µd¶/ÚiÂ Ø Â�µQÙ¡¸]ÚC¸N¶/½«¹�Ä�µQÛ'ÂQÁ / ¶/º]º�ÁdÔ�¶'µQ¸]½"5�¶¹XÔ Õ µd· 7

kkµ Õ�ÕKÖl7 ¿s��� P  "���d�����o}���¢¨�����X�¡���d�b�/}±�E���E�N�o�����o���S�/}�À 2
�Y}

Γ
�/}�� ����}����d�� .¢ C1

� C2
 "���d�����K�k�

�f���X�����X�Y��} ����}���� n�8 �� "���+�o�d�o�l���e}��/�X�� ;¢
V1
��}��

V2
�d�������e�E�X�Y���e���/���X�e�d�z���Q�X���o���Y¢ C1

�/}z� C2
��}��

������}��
L = radP �/}z� l = |L ∩ E| n¤£ ���X�����

l = 1
���

l =
√

q + 1
n |i�������k���X�

l = 1
�¦�d����} �2�

�2�o���Y�Å�� ��S�/�Y}Å�d�z�'� E �b���X���¡��}��Y��}§��� √q + 1
}���};�������o��}��e�X�/�d�?�����X�����X�Y��}ª�����d�o�e�e�"�����-�`���d�«���"���Y}o�



m&n�o4p�q % n=oZqsr=tuqAvAo % m�n�m&whp�qsr=x % o %(y nUt ' rZw y vAqAt ¥
�Y}[����������} n ���'�2�e�������.�d���b�=�b�f������}.�X�X�o���Y���d�Y��}� z�����/�z�E���/� B �X���"�o�d���X���o}[� n�8 �d�d�������d����}

l =
√

q + 1�/}z�§���e}��/�X�� ;¢
v1
�d����};���? "����/�k�������"��}��e}.�X��/� P ���e���d�Y}�� E �Y}¼�������o��}��e�X�/�d�������X�����X�Y��}ª�����d�o� n´=���e}s�

(
√

q + 1)(q
√

q − q + 1) = (
√

q + 1) + (
√

q + 1 − v1)(q
√

q −√
q) + v1(q

√
q + q2 −√

q).´=���b�¦�b�®�"�o�X�E�Y ��Y�`��}��Y¢?���
v1 = 0

���d���/�¦�Y�e� E �b�-�X���f��}��Y��}���� √q+1
}��o};�;���e���e}����S�'�X�=�����X�����X�Y��}������X���e�e�

�/�Y���d���/�X�Y}��¡���S���o�X� n
�£ n Ç n È�N.Ï�O�Í�PNÌ¦RaS)Ê"ÌEN`V_NYX=N;Ï_N.É*T�ÎEN�Ì�[�É*\6TAO]N;ÌaS�T]c=NbTAPQP®É*T�Ï_^

3
Ò 8 �Y�u�d�����"��}������b�=���o}��E�b���e�d������}��d���b�

�d�e�Q�X���o}�����}.�X����}��=�/�=�Y�e�o�K�`�¡����}�� C n »ª�#�d���/�Y�s����}��/�d� ;¢ s1
�
s2
�/}��

s3
�d����};���? "���=���j���e}����S�'�X���S�¦���

C ���e���d�Y}�� E ��}[�X�e�d�z���Q�d�Y���e��¢ q + 1
� √

q + 1
�o�

1
�"���Y}.�X� n

��NY����T Ð"Ð"Ò§-jÂ�Ú
Γ
¹ Õ ½�Ú6¶'¸]½ ¶'Ú�º�ÂS¶4ÁQÚ 3 ·/¸bÁQÚC¸]½u¹�Ú�¹ Õ ½"Â�Á C1 . . .C3 ÕKÖ Û'Â�µQÚM¸N¹SÂQÁ V1 . . . V3 7 ÓuÔ�Â�½ / Â�¸]Ú]Ô�Â�µÚ+Ô�Â?Û4Â�µQÚC¸N¹SÂ�Á ÕKÖ ¶/º]º�Ú+Ô�Â¡¹ Õ ½"Â�Á¸]½ Γ

¶/µdÂ�¹ Õ º]ºa¸]½"ÂS¶'µ Õ µ?¶'ÚkÙ Õ ÁQÚ Õ ½"Â ÕKÖ Ú+Ô�Â�Ù ¸bÁ#¸]½ E 7
kkµ Õ�ÕKÖl7 Þ �����z�.�E� V1, V2 ∈ E ~ �d����}s� V1V2 ⊆ E n �f�'�k���o�����'�+��� V1V2

�d�# "���#�d�� ��d���¦�/� E �o���l�b�¦}��e�����d�X�/�X¢�+���`���`�d�� "���¡���e}����S�'�X���k�/� C3
���Y�d� n |i�`�+���Y�Y�'�f�

V3 ∈ V1V2
n

�

}  ��d���X�����d���/�?�`���e}
Γ
����}.�S�/�Y}��#�'���Y�e�o�K�#�K�k���f���X�����X�Y��} ���o}��e�e�s�X����};���? "�������k�Y�Y}��e�?��} E �Y�?�'����o�E�

1
n

È�É'Ê�Ë2ÊzÌ�Í+Î�ÍNÊ"ÏªÐA+sÒ�¨ Ö Γ ¹ Õ ½�Ú6¶'¸]½�Á 4 Ø Â�µQÙ�¸]ÚM¸N¶'½�¹ Õ ½uÂQÁ / Ú+Ô�Â�½¡½ Õ ½uÂ ÕKÖ Ú]Ô�Â=Û'Â�µQÚM¸N¹SÂQÁ ÕKÖ ÁSÄ�¹SÔ�¹ Õ ½uÂQÁ 0 Â�º Õ ½Y5'ÁÚ Õ E ¶'½u·�Â�i;¶�¹�ÚMºaÝ √q(q−√
q−2)

5.Â�½uÂ�µX¶'Ú Õ µSÁ ÕEÖ ¶'½zÝ¡¹ Õ ½uÂÙ�ÂSÂ�Ú E ¸]½ (
√

q +1)
× Õ ¸]½�ÚCÁ / Ú+Ô�ÂµdÂ�Ù�¶/¸]½�¸]½Y5

(
√

q + 1)2 0 Â�¸]½Y5�Ú6¶'½Y5oÂ�½�Ú2ºa¸]½"Â�Á 7kkµ Õ�ÕKÖl7 � ¢ B �X���"�o�d���d�Y��}���� |E| = (q − 1)2
n Þ �����"�o�d�

V1, V2, V3, V4 ∈ E n ´=����}s�
(q − 1)2 = (q + 1) + s2

√
q + (q

√
q − s2),�d�z�'�`�Y�

q(q2 −√
q − 3) = s2(

√
q − 1)
���¡����}.�X�X�o���Y���d�Y��}��d�Y}����

(
√

q − 1)
���;�e�k}��/�`���Y�;�Y���

q2 −√
q − 3
n

|i�
V1 ∈ E �`�����Y� V2, V3, V4 6∈ E n }  ��d���X�����d���/�?�[����}����S�'�d�o���/� C1

�����d���e���������S���[}��o};�;���e���e}����S�'�X�
�d���E�N�o��� H �Y� 1 ���`�Y} √q + 1

�z�o��}.�S� n ´=���e}s�
(q − 1)2 = s2

√
q + 1,�`���b�S�ª�o���o�e�

s2 = q
√

q − 2
√

q
�^�d�z�'�#�Y�

2
√

q + 1
����}����S�'�d�o�X���/� C �¡�e��� H ��} V

��}��Y¢Å�/}z�ª�����-�X���e�d�
���e}����S�'�X���S�`�Y������}§�d���?�X�/}�����}.����Y��}����X� H �/� V n ���'�2�e���������X���¡}.���? "����/�¦���e}����S�'�X���S�`�/� C ��}ª�/};¢���b�/}����Y�¡�'�¡���o�E� √
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