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4. Opération de rassemblement

Dans ce chapitre, on aborde la deuxieme phase de la segmentation : /e
rassemblement ou le regroupement. A partir de la segmentation obtenue par
l'opération de division, les différents carrés vont étre rassemblés de maniére a
définir les espaces réguliers de l'image. La segmentation finale résulte en un
ensemble de régions dont les frontiéres correspondent au mieux aux contours réels
des objets contenus dans l'image.

A chaque étape du processus de rassemblement, on associe les deux régions
présentant la plus faible mesure de dissimilarité. Pour tenir compte de la structure
des régions impliquées dans le rassemblement, il faut faire évoluer cette mesure.
Les régions placées dans le voisinage de contours réels seront traitées de fagon
particuliére de maniere a garantir la précision requise pour décrire ces contours
dans l'image approximée.

Six sections forment le contenu de ce chapitre. La premiere définit le principe
de l'algorithme, les criteres de dissimilarité utilisés et la condition d'arrét du
processus. La deuxiéme section décrit comment il est possible d'obtenir
l'approximation optimale au sens des moindres carrés d'un signal sur un domaine
a partir des approximations selon ce méme critére calculées sur un ensemble de
domaines définissant une partition quelconque du domaine de départ. Elle montre
comment cette propriété s'applique efficacement & I'opération de rassemblement.
Cette section traite également de l'estimation des critéres de dissimilarité. La
troisiéme section étudie la structure des données qui peut étre utilisée pour
implanter efficacement l'algorithme de rassemblement. La section suivante aborde
le probléme de la complexité de cet algorithme et propose des solutions sous-
optimales pour simplifier certaines phases du rassemblement. La cinquiéme
section deéfinit la stratégie de rassemblement dans son ensemble; elle explique
notamment comment faire évoluer les mesures de dissimilarité avec la structure
des régions impliquées dans le rassemblement et illustre sur un exemple les
différentes phases de la procédure a suivre. Enfin, le chapitre se termine en
rappelant les points essentiels de I'exposé qui précede.

4.1 Principe de [‘algorithme :

Aprés le processus de division, Iimage est constituée par un ensemble de
carrés definissant pour la plupart (en tout cas ceux qui ne contiennent pas de
contours) des parties d'espaces réguliers de l'image. |l s'agit de les rassembler
maintenant de maniére a faire apparaitre les objets de la scéne. Le critére de
regroupement est basé sur la notion de graphe de contiguité de région (GCR)
décrite au chapitre 2.

Ainsi, deux regions voisines de l'image initialement segmentée par
l'algorithme de division sont rassemblées si la mesure de dissimilarité associée a
la branche du GCR qui les relie est la plus faible par rapport a I'ensemble des
autres mesures de dissimilarité du graphe. Ce principe est itéré autant de fois que
nécessaire jusqu'a ce que tout nouveau rassemblement entraine une distorsion
inacceptable de l'image originale, I'approximation sur la nouvelle région n'étant
plus en mesure de reproduire avec une qualité suffisante le signal original (par
exemple, perte de [information contour). Appelons N, le nombre de régions dont
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est formée la segmentation finale. Parmi toutes les partitions possibles de l'image
en N, régions, chacune d'elle étant approximée par un polynéme bidimensionnel,
celle qu'on vient d'obtenir par regroupement systématique des deux régions les
plus ressemblantes est optimum pour le critére de dissimilarité choisi.

On examine dans ce qui suit comment il est possible de satisfaire aux
exigences de qualité du chapitre 2. Il reste également a définir sur quelle base sont
estimés les criteres de dissimilarité existant entre deux régions voisines et comment
peut-on décider qu'un nouveau rassemblement entrainerait une distorsion
inacceptable de l'image originale.

2 5w . . Y s

Le processus de rassemblement décrit jusqu'ici est relativement simple.
Néanmoins, en observant les partitions obtenues par l'algorithme de division, on
remarque que limage n'est pas subdivisée au-dessous d'une certaine taille, cette
taille étant définie en liaison avec I'existence d'une approximation optimale au sens
des moindres carrés (voir inéquation (3.1)). Comment garantir alors la précision
souhaitée au niveau des frontieres des régions de la segmentation finale? En
appliquant l'algorithme de rassemblement tel quel, on serait limité par la plus petite
taille de carré imposée par l'algorithme de division. Ceci est illustré a la figure 4.1.
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correspondante. On modifie ensuite le GCR en remplagant chacun de ces carrés
par les points qui le constituent. Ceux-ci définissent dés lors des noeuds du GCR.
Comme l'association de deux de ces points est impossible, l'approximation ne
pouvant étre définie de fagon univoque (pour des polynémes de degré supérieur
ou égal a 1), on fixe la mesure de dissimilarité entre points a l'infini. Une fois inséré
dans un domaine qui leur est voisin, il est possible d'associer a ce méme domaine
d'autres points du méme carré initial par simple analyse du GCR. Les mesures de
dissimilarité entre un point et un domaine avoisinant définissant une partie
d'espace régulier peuvent étre établies en utilisant la méme procédure que pour
les autres noeuds du GCR.

Les mesures de dissimilarité doivent permettre d'estimer la correspondance
qui existe entre deux régions voisines de l'image avant rassemblement. Comme il a
été décrit a la section 2.1, elles doivent se faire en liaison avec I'approximation
choisie pour représenter les données a lintérieur de chaque région. Elles ne
peuvent cependant pas se faire indépendamment de la structure des objets ou des
parties d'objet auxquels ces régions correspondent. Comme ceux-ci ne sont pas a
priori connus avant de commencer le processus de rassemblement, on est amené
a définir toute une série de mesures. En liaison avec la forme et la taille des régions
impliquées dans un rassemblement on utilise une mesure plutét qu'une autre. Ce
probléme sera étudié dans les détails a la section 4.5. On élabore ici une liste de
ces différentes mesures et de leurs propriétés.

Une premiéere possibilité consiste a comparer les coefficients d'approximation
relatifs aux deux régions contigués. Pour ce faire, on estime une certaine distance
qui existe entre les deux vecteurs correspondants que l'on note uq et u,.

Cependant, cette mesure de distance ne tient absolument pas compte des
valeurs prises par les fonctions d'approximation sur chaque région. Celles-ci sont
liées aux valeurs de uq et up, mais aussi a la forme des régions. Or, ce sont ces
valeurs qui sont représentatives de la correspondance qui existe entre les deux
régions.

En utilisant une telle mesure, on ne prend en outre pas en consideration la
modification de la fonction d'approximation une fois que les deux régions auront
été regroupées. Examinons d'autres mesures qui I'utilisent et qui s'avérent donc
plus performantes.

rreur rati r ivement erreur rati moyenn rr
signal original:
Cette mesure de dissimilarité notée EQ, respectivement EQM permet d'estimer

la dégradation qui est introduite par le rassemblement de deux régions au niveau
de l'approximation selon le critere des moindres carrés du signal original.
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Lorsqu'on pondére I'erreur quadratique par le nombre de points de la région
apres rassemblement, on se rend indépendant de Ia taille de celle-ci. Selon la taille
moyenne des régions du GCR, cette possibilité peut s'avérer utile pour empécher le
rassemblement de deux petites régions trés différentes, EQM étant plus faible sur
ces deux régions que pour deux grandes régions relativement semblables a cause
de la pondération par le nombre de points. EQM tend également & favoriser
linsertion de trés petites régions dans des régions de taille beaucoup plus grande
indépendamment du signal qui caractérise cette petite région. En effet, si l'on
considere le regroupement potentiel d'une grande région avec une petite région
qui lui est tres différente, les coefficients de la nouvelle approximation au sens des
moindres carrés sur I'ensemble de ces deux régions sont trés proches de ceux de
I'approximation sur la région de grande taille. Les erreurs introduites au niveau de
la petite région apparaissent comme négligeables a cause de la pondération par le
nombre total de points. Il y a dés lors de fortes chances que le rassemblement
s'effectue entre ces deux régions avant de s'effectuer sur deux régions qui différent
moins 'une de l'autre et dont la taille aprés rassemblement est plus petite.

Le choix de EQ permet d'éviter de considérer des régions de trés grande taille
au méme titre que de petites régions, correspondant souvent & des détails.
Cependant, prendre une telle mesure empéche a la longue d'obtenir des régions
dépassant une certaine taille, car méme si 'erreur d'approximation reste trés faible
sur beaucoup de points, les multiples contributions de tous ces points tendent a
donner a EQ une valeur importante. Ce désavantage peut étre supprimé en
considérant l'erreur quadratique commise entre le signal approximé avant
rassemblement et aprés rassemblement, les contributions de I'erreur en chaque
point étant significatives.

On note cette dissimilarité EQC, respectivement EQMC ou C signifie
"courante”. EQMC s'obtient de EQC par la division de cette derniére par le nombre
de points de la région aprés rassemblement. Ce genre de critére permet d'estimer
la modification exacte introduite a chaque étape de rassemblement par ce dernier.

Supposons avoir une certaine segmentation de l'image ou chaque région est
approximée par une certaine fonction bidimensionnelle. Si I'on peut dire que cette
segmentation est optimale en ce qu'elle n'introduit aucune distorsion appréciable
de limage originale, il est raisonable d'admettre de mesurer la dégradation de
limage par rapport a la modification de cette segmentation optimale, par exemple
par rassemblement de deux régions. Si la distorsion n'est pas appréciable, cela ne
veut pas pour autant dire que l'erreur quadratique entre I'approximation et le signal
original soit nulle. Cependant le critére d'optimalité de la segmentation permet de
la considérer comme telle. Ceci peut étre par exemple le cas lorsque
I'approximation fait disparaitre la granularité locale d'une certaine région.
L'approximation sert de modéle pour décrire la partie d'espace régulier délimitée
par chaque région de la segmentation. Tout se passe comme si 'image originale
est remplacée avant chaque étape de rassemblement par l'image approximée. Une
telle mesure peut seulement étre utilisée avec succés tant que le processus de
rassemblement garantit la qualité de l'image au sens de la section 2.1.
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S

par 2 plans
(un par région)

par 1 plan

Eigure 4.2: Propriété de décomposition de
l'approximation au sens des moindres carrés.

Etant donné un signal défini sur deux domaines D4 et D5, I'approximation optimale

au sens des moindres carrés du signal sur I'ensemble de ces deux domaines est
identique a celle que l'on obtiendrait en la calculant par rapport aux approximations
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au sens des moindres carrés calculées sur chaque domaine pris séparément. Dans
I'exemple ci-dessus, le résultat correspondant au vecteur des coefficients
d'approximation u peut étre obtenu indifféremment des approximations
représentées par les vecteurs uy et up, ou des signaux originaux correspondant a

g4 et g5 (la figure indique une approximation par plan).

Ce choix est renforcé par le fait que I'approximation au sens des moindres
carrés sur un ensemble de régions d'un certain signal est identique a
I'approximation au sens des moindres carrés calculée par rapport aux
approximations optimales de ce méme signal sur chaque région. Ceci est illustré
par la figure 4.2. Ainsi, EQC correspond a l'accroissement d'erreur quadratique qui
existe avant et apres rassemblement entre deux régions. Elle représente donc
parfaitement la modification de signal introduite par le rassemblement de deux
régions. Cette propriété sera démontrée a la section suivante ou I'on discute du
calcul des approximations et des criteres d'erreur.

Parmi les différents critéres proposés jusqu'ici, il en est aucun qui définit une
mesure qui soit plus ou moins indépendante de la dimension des deux régions
impliquées par un rassemblement. On a ainsi été amené a recourir a la mesure de
dissimilarité suivante.

Il s'agit simplement de diviser les contributions a I'erreur quadratique sur
chaque domaine par le nombre respectif de points de chaque domaine. Bien
entendu, les erreurs quadratiques sont estimées pour I'approximation optimaie au
sens des moindres carrés sur I'ensemble des deux domaines.

EQCP correspond a I'erreur quadratique courante pondérée. Elle se distingue
de EQP (erreur quadratique pondérée) par le simple fait qu'elle est calculée entre
les signaux approximés avant et aprés rassemblement.

Ce critere ne s'avére pas étre optimum dans tous les cas. En effet, une toute
petite région correspondant a un détail insignifiant de l'image n'est pas insérée
dans une région de bien plus grande taille par le simple fait que l'erreur
d'approximation apparait comme trés grande sur ce petit domaine.

Remarque:

De tout ce qui précede aucun critere de dissimilarité lié a l'information contour
n'a été proposé. |l apparait en effet difficile d'utiliser une telle mesure pour deux
raisons. D'une part, les calculs nécessaires & son estimation sont prohibitifs car il
est indispensable de connaitre la valeur exacte du signal d'approximation au
voisinage du contour traité, ce qui n'est pas le cas pour les autres criteres. D'autre
part, limportance d'un contour est trés dépendante du contexte. L'existence d'un
contour entre deux régions ne veut pas dire que ces deux régions ne peuvent
jamais &tre rassemblées, surtout si l'on désire atteindre des rapports de
compression élevés. Tout dépend de limportance relative de ce contour. A la
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section 4.5, on verra que la qualité des résultats sera garantie en insérant les
régions qui possédent des contours & un moment adéquat dans le GCR.

4.1. ritére d'arr r

Juger a partir de quand un rassemblement entraine une distorsion
inacceptable de limage originale est une tache difficile. En effet, tout dépend de
I'image traitée. On peut cependant dire que l'on cherche a atteindre une
segmentation comprenant un nombre de régions aussi réduit que possible. Ceci,
dans le but d'avoir une représentation aussi compacte que possible de la scéne
originale, soit pour des applications d'analyse ou d'interprétation de scéne, soit
pour du codage.

On peut décider de limiter tout simplement le nombre de régions a partir
duquel on a atteint une segmentation jugée relativement simple. En adoptant une
telle démarche, on ne garantit en rien de préserver le contenu sémantique de
l'image originale. Par contre, le rapport de compression atteint sera d'autant plus
élevé que le nombre de régions de la segmentation est faible. Cette solution sera
donc choisie.

Commentaire:

Fixer un seuil sur une certaine mesure d'erreur telle qu'erreur quadratique
totale sur I'image, dissimilarité entre deux régions ne s'est jamais révélé efficace.
En effet, pour une méme valeur de seuil sur cette mesure d'erreur, le nombre de
régions de la segmentation finale (et donc le rapport de compression) varie
considérablement d'une image a une autre.

Aprés avoir défini les critéres de dissimilarité et d'arrét du processus de
rassemblement, il s'agit d'étudier mathématiquement I'évolution de I'approximation
au sens des moindres carrés aprés rassemblement de deux regions.

4.2 Evolution de I'approximation aprés rassemblement

Cette section démontre la propriété de deécomposition de l'approximation
optimale au sens des moindres carrés. Celle-ci stipule qu'il est possible d'obtenir
l'approximation selon ce critére sur un certain domaine D a partir des
approximations calculées selon ce méme critére sur un ensemble de domaines qui
définissent une partition de D.

Il est ensuite montré comment une telle propriéte peut se révéler trés efficace
dans le cadre de l'algorithme de rassemblement. Enfin, le dernier paragraphe
illustre comment il est possible d'estimer les différents critéres de dissimilarité par
I'utilisation d'une telle propriété.

421D

Un exemple illustrant cette propriété a été présenté a la figure 4.2. Pour
prouver cette propriété, il suffit de montrer qu'elle est vraie en divisant un domaine
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D en deux domaines disjoints D¢ et D». En adoptant une notation similaire a celle
définie au chapitre 2, appelons u, uy et us les vecteurs des coefficients
d’'approximation pour les domaines D, Dy et Do, respectivement sachant que I'on

utilise le méme ensemble W¥i(x,y) de fonctions de base. De la méme fagon, on
définit par N, N4 et N, le nombre de points de chaque domaine. Bien entendu, on a
la relation N=N{+N,. Le vecteur des pixels g correspondant au domaine D
s'obtient simplement par la concaténation des vecteurs de pixels g4 et g relatifs
aux domaines D4 et Do. On définit de fagon similaire pour chaque domaine les
matrices Z de taille Nxr, Z; de taille Nyxr et Z, de taille Noxr; les matrices carrées
de taille rxr S, S¢ et S, ainsi que les vecteurs h, hy et h,.

En appliquant la procedure de minimisation des moindres carrés, on obtient
les équations suivantes:

@Hu=2"g & Su=h @é4.n
(ZITZI).UI = Zngl — Sjpu;=h, 4.2)
@Z).u=257g; = Sauz=h, 4.3)

La relation (4.1) a été obtenue par minimisation de I'erreur quadratique EQ sur
le domaine D donnée par:

EQ =(g-gMT(g-g" = (@1-g1MT(g1r-g1M + (9292792920 4.4

ou g*, g¢4” et go” représente les vecteurs des pixels approximeés sur chacun
des domaines lorsque I'approximation est calcuiée sur I'ensemble du domaine D.
En faisant apparaitre le vecteur des coefficients u, I'équation (4.4) peut s'écrire en

supposant que I'on ait choisi une origine unique de maniére a ce que les matrices
Z, et Z, soient définies pour cette origine:

EQ = (91‘21 u)T(g1-Z1 u) + (92'22U)T(92'22U) 4.5)

On obtient la solution qui minimise les moindres carrés en dérivant EQ par
rapport a u, et en annulant I'expression correspondante. On a alors:

-2 2,1(g4-2Z4W) - 2 2,7 (ga-Zow) = 0
@412 + 2,12 u = 2,Tg, + g, 4.6

Si I'on reprend les équations (4.1) a (4.3), on remarque que chaque terme de
I'équation (4.6) est connu. La solution optimale s'exprime tout simplement par :

u=_(§+ Sp_)-] (S1uq + Soul) .7
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On a ainsi démontré qu'en utilisant I'approximation selon les moindres carrés,
il est possible d'obtenir les coefficients d'approximation optimaux sur un domaine D
directement de ceux obtenus selon le méme critére sur une partition de ce
domaine.

Commentaires:

1) Si I'on considére une partition de D formée de n domaines D4, D, a Dy, la
relation (4.7) devient en gardant le méme genre de notations:

U=(Sqy+Sy+ ... + S 1 (Squq + Saup + ... + Spup) (4.8)

2) La mémorisation des vecteurs h; et des matrices S; relatifs a un ensemble

de n domaines disjoints permet d'estimer rapidement I'approximation optimale sur
la réunion de ces domaines. (On peut bien entendu mémoriser uniquement les
vecteurs d'approximation u, et les matrices S;). Les paramétres caractéristiques de

ce domaine obtenu par réunion peuvent étre définis par les équations suivantes:

n
S= X S 4.9)
i=1
n ;
h= X h;j (4.10)
i=1
u=$lh @010

Du point de vue de la complexité de calcul, on peut estimer le vecteur h en (n-
1)r additions et la matrice S en (n-1)r2 additions. Si la propriété de décomposition

n'était pas valable il aurait fallu O(Nr2) opérations (voir section 2.3) ou N représente
le nombre total de points du domaine qui est en général beaucoup plus grand que
n, le nombre de domaines. La résolution du systeme (4.11) reste nécessaire mais

elle n'entraine qu'un nombre réduit d'opérations (O(r3)) par rapport au gain
précédemment obtenu.

3) Les matrices S; caractérisent la forme et la position respective des
domaines D;. Les vecteurs des coefficients u; caractérisent le signal original.

4) La propriété de décomposition est valable indépendamment du choix des
fonctions de base Yj(x,y). Une solution séparable peut étre trouvée si le probleme
de l'approximation est formulable de fagon séparable (voir section 3.3). Les
paramétres caractéristiques d'un domaine obtenu par réunion de n domaines sont
alors donnés par:

n

sk=Z Sy 4.12)
=1
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n

Si=X Sy 4.13)
i=1
n

H= X Hy, (4.14)
i=1

U=S, THSI 4.15)

ou I'on a défini les matrices Sy, Hj) et Ug;) de maniére semblable au chapitre

5) La propriété de décomposition peut étre généralisée a I'analyse de signaux
multidimensionnels. Pour un espace a m dimensions, les fonctions de base sont a
m variables et les domaines D sont & m dimensions. Pour utiliser le méme
formalisme, il suffit de placer les échantillons du signal multidimensionnel dans un
vecteur g.

2.2 Application & l'algorithme de rassemblement:

Il s'agit maintenant d'étudier comment Ia propriété de décomposition de
I'approximation au sens des moindres carrés peut se révéler utile dans le contexte
de l'algorithme de rassemblement.

Si I'on considere le point de départ de cet algorithme, c'est-a-dire la partition
de limage par l'algorithme de division, on remarque que I'approximation au sens
des moindres carrés a été calculée par rapport a une origine relative a chaque
carré. Lorsqu'on cherche I'approximation de deux régions voisines, on ne peut
donc appliquer telles quelles les équations (4.9) a (4.11) sans avoir explicité les
paramétres caractéristiques des deux régions (matrices Sy et Sp; vecteurs hy, hy,

uy et us).par rapport a une origine unique. La premiére étape consiste donc a

exprimer les paramétres caractéristiques de tous les carrés correspondant au GCR
initial par rapport a une origine unique. Pour éviter le plus possible les problémes
d'arrondis de calcul liés au choix des fonctions polynémiales, on a pris comme
origine le centre de géométrie du carré de l'image.

Une fois ce changement d'origine réalisé, on remarque que la proprieté de
décomposition est parfaitement applicable pour le calcul de l'approximation
optimale aprés chaque étape de rassemblement. Les seules contraintes existantes
sont imposées au niveau des régions qui peuvent étre regroupées: celles-ci
doivent étre contigués.

La propriété de décomposition peut s'avérer utile pour le choix du lieu de
rassemblement. En effet, en décidant de lier approximation et segmentation, il est
nécessaire d'estimer I'expression de celle-ci sur toutes les combinaisons possibles
de deux régions voisines, et d'associer une mesure de dissimilarité permettant de
déterminer la correspondance qui existe entre toutes ces régions, prises deux a
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deux. Regardons justement comment il est possible d'estimer les différents critéres
de dissimilarité en utilisant cette propriété.

imilarité

Les notations adoptées jusqu'ici relatives a deux régions restent parfaitement
valables. On définit également par EQq et EQ,, les erreurs quadratiques qui
existent pour chaque région entre le signal original et son approximation calculée
relativement a chaque région.

Vu les considérations effectuées a la section précédente, tous les critéres de
dissimilarité vont étre parcourus mis a part la mesure de distance existant entre
coefficients d'approximation de deux régions.

Pour ces estimations, une propriété fondamentale de la section 2.4 est a
reprendre ici. L'erreur quadratique minimale s'exprime par la différence entre
I'énergie du signal original et celle du signal approximé exprimé par uTh.
Appelons E I'énergie du signal original, E, et E, celles des signaux originaux sur
chaque région, E* celle de I'approximation sur I'ensemble des deux régions, E4* et
Eo" les énergies des signaux approximés sur chaque région, les approximations
ayant été calculées relativement aux deux régions. L'erreur quadratique s'exprime
par:

EQ=E-EA=E-uth=E+Ey-uh (4.16)

Si 'on n'a pas mémorisé I'expression des énergies des signaux originaux sur
chaque region, on peut exprimer l'erreur quadratique par rapport aux erreurs
quadratiques EQq et EQ». En effet, pour chaque région, on peut écrire:

Ei = EQ| + EiA = EQ| + U iTh i (=12 (4]7)
L'expression (4.16) est dés lors remplacée par:
EQ=EQ;+EQ +uTh+ujsTh,-u'h 4.18)

L'erreur quadratique courante EQC peut étre obtenue trés facilement en
remarquant qu'elle correspond simplement a l'erreur d'approximation qui existe
entre les approximations calculées avant et aprés rassemblement. On peut donc
dire que tout se passe comme si I'on prend pour chaque région un signal original
ayant exactement la méme expression que son approximation au sens des
moindres carrés calculée relativement a la région considérée. On a donc la relation

Ei=E;*=u;Th;. En remplagant cette expression dans (4.16), on obtient:
EQC =u '|Th ]+U2Th2'UTh (4]9)

On obtient la valeur de I'erreur quadratique moyenne (courante) EQM(C) en
divisant EQ(C) par N=Ny+N,, le nombre total de points des deux régions.
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En ce qui concerne I'erreur quadratique pondérée EQP, le calcul est un peu
plus compliqué. Il faut séparément estimer les différences d'énergies apparaissant
sur chaque région. L'erreur commise sur chaque région notée EQy (i=1,2)
s'exprime par:

EQq) =(9i-giM"@i-gi"
=E-2gi"'g+ gi*'gi*
=E-2@;Wg;+@;WIEZ;w
=EQ+uih;-2u'@Z'g;)+u'S;u
=EQ;+uih;-2u’h; +u'S;u
=EQ+W;-2wWh; +u'S;u (4.20)

En pondérant respectivement ces contributions par le nombre respectif de
points de chaque région, on trouve finalement (EQP=EQ(1)/N4+EQ(2)/N2):

EQP = (EQ]+(U]_2U)Th|+UTS'|U]/N]+
(EQy+MU2-2WTho+u'Sou)/Ny 4.21)

En adoptant un raisonnement analogue a celui de l'erreur quadratique
courante, on montre que l'erreur quadratique courante pondérée s'exprime
simplement par l'erreur quadratique pondérée avec EQq et EQ, mis a zéro. On a
ainsi:

EQPC= ((U1-2WTh;+u'S;u)/N;+
((ua-2WThy+u'S,u)/Ny 4.22)

De toutes ces expressions, il ressort que le calcul des vecteurs
d'approximation de chaque région aprés rassemblement est inutile, les différents
critéres de dissimilarité définis pouvant tous étre obtenus a partir du vecteur des
coefficients d'approximation u sur cette région.

Aprés avoir étudié comment évoluait I'approximation de chaque région par
rassemblement, on explore la structure de données nécessaire a la réalisation du
graphe de contiguité de régions, plaque tournante de l'algorithme de
rassemblement.




107

4.3 Structure des donnéss et implantation du GCR

Dans un premier temps, on décrit comment réaliser les différents noeuds du
graphe par numérotation de région. Le deuxiéme paragraphe explicite comment
les différentes mesures de dissimilarité sont associées aux branches du graphe. On
discute ensuite de la nécessité d'ordonner ces diverses mesures avant de
commencer le rassemblement & proprement parler. Le systéme "brain" est alors
défini. La section se termine par une étude de I'évolution d'une telle architecture au
cours du processus de rassemblement.

3.1 Réalisation d is du GCR:

Par définition, un graphe est constitué d'un ensemble de noeuds n; reliés
entre eux par des branches b;;. Ainsi, la branche b;; relie les noeuds nj et n;. Si I'on

associe usuellement différents facteurs de pondération aux noeuds et aux
branches d'un graphe, ceux-ci ne sont nécessaires qu'aux branches dans le
contexte du GCR. Ce sont les mesures de dissimilarité existant entre toutes paires
de régions voisines. Ces régions correspondent aux noeuds du GCR, celles-1a aux
facteurs de pondération des branches qui les lient. Par contre, il semble utile
d'associer les paramétres caractéristiques de I'approximation sur chaque région
(vecteurs u, h et matrice S) a chaque noeud du graphe. Ceux-ci sont nécessaires
au calcul des mesures de dissimilarité ainsi qu'il a été montré a la section
précédente.

Une fois l'algorithme de rassemblement terminé, il est nécessaire de
reconstruire le signal approximé a l'intérieur de chaque région. Il faut donc qu'a
partir de chaque noeud on puisse remonter au domaine de limage auquel il
correspond. Pour ce faire, on peut associer a chaque noeud une liste des points
qu'il représente. Il est aussi possible d'associer a chaque noeud une liste des
points frontiéres de la région. Ceci permet de réduire I'espace mémoire nécessaire
mais il faut aprés chaque étape de rassemblement calculer la nouvelle frontiére de
la région que l'on vient de générer. Dans le premier cas, il suffit de juxtaposer les
deux listes de points associées aux deux noeuds que I'on vient de rassembler. De
plus, rien n'interdit d'avoir des régions non connexes au cours du rassemblement,
ce qui rend le calcul des nouvelles frontiéres non trivial.

De maniére a pouvoir étudier a chaque instant les relations de voisinage entre
différentes régions de l'image segmentée, on a choisi d'avoir une représentation
mixte graphe-tableau. On associe a chaque noeud du graphe 4 coordonnées
représentant les positions de I'extrémité supérieure gauche (Kmin,)min) €t inférieure
droite (Kmax-'max) du rectangle circonscrit a chaque région. On crée ensuite une
image appelée image de numéros ol chaque pixel prend la valeur n; du noeud du
graphe auquel il appartient. Aprés chaque étape de rassemblement, on modifie les
valeurs de ces pixels en se référant a la position du rectangle circonscrit a la
nouvelle region. Celui-ci est défini par la paire de points
(inf(kmin,i»kmin,j)»inf('min,i:'min,j)) et (SUp(kmax,i-kmax,j)»SUp(lmax,i»|max,i))’ ou les indices i
et j sont relatifs aux noeuds n; et n; impliqués par le rassemblement. L'image de
numéros présente 'avantage de définir directement la partition de I'image.
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Pour réaliser les noeuds du GCR, on a donc procédé a la création d'une liste
allant de 1 a N, si la partition de limage est constituée de N, régions. Ces valeurs

représentent les noeuds du graphe. A chaque noeud sont associés:
- une liste de ses parametres caractéristiques d'approximation,

- 4 coordonnées correspondant au rectangle circonscrit a la région qu'il
représente. Cette région est définie sur une image de numéros.

Analysons maintenant comment réaliser les différentes branches du GCR.

A premiére vue, il suffit d'avoir un tableau dont les indices correspondent aux
noeuds du graphe et la valeur prise par le tableau a la mesure de dissimilarité qui
existe entre les deux noeuds que la branche relie. S'il n'existe pas de branche
entre deux noeuds, la valeur correspondante du tableau est fixée arbitrairement a
une valeur tres élevée. Ceci est pratiquement irréalisable vu qu'il existe environ
1'000 a 10'000 régions dans le GCR initial. i faudrait ainsi pouvoir construire un
tableau de un million a 100 millions de valeurs.

Une deuxiéme possibilité consiste a générer une liste de toutes les branches
du graphe. A un GCR contenant b branches, on associe une liste de nombres allant
de 1 a b. A chacun de ces nombres correspondent trois valeurs. Les deux
premiéres définissent les noeuds n; et n; auxquels cette branche se rapporte. La

derniere correspond a la mesure de dissimilarité associée. Malheureusement ce
choix s'avére en pratique étre tout aussi inefficace que le premier car il est
necessaire d'éliminer & chaque étape de rassemblement les branches associées
aux deux noeuds que I'on a rassemblés. Il devient dés lors nécessaire de parcourir
toute la liste de maniére a trouver ces branches.

Pour éviter ce probléme, il faut ordonner cette liste en fonction des numéros
relatifs aux noeuds. Il devient dés lors nécessaire de répéter chaque branche pour
rendre cette classification aisée.

Une solution plus élégante consiste a associer aux N, éléments de la liste des

noeuds, une liste de ses voisins, autrement dit une liste des noeuds auxquels il est
relié par une branche du GCR. Chaque voisin définit une cellule. Celle-ci est
caractérisée par le numéro du voisin et une valeur correspondant & la mesure de
dissimilarité qui existe entre lui et I'élément de la liste des noeuds dont il fait partie.
On a ainsi acces a toute l'information du GCR. Chaque fois qu'un rassemblement
est réalisé, il suffit de modifier la liste de voisins de tous les noeuds voisins de la
nouvelle région. Le noeud obtenu par rassemblement a pour voisins I'union des
voisins des deux régions que l'on vient de rassembler. Le calcul de cette réunion
peut étre optimisé en ordonnant la liste des voisins.

De maniére a éviter de renuméroter tous les noeuds a chaque étape de
rassemblement, on décide d'associer au nouveau noeud la valeur du plus petit
numéro des deux noeuds que l'on vient de rassembler.

Pour diminuer 'espace mémoire nécessaire, on ne définit une cellule que
dans le cas ou le voisin porte un numéro plus élevé que le noeud auquel il se
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rapporte. Dans les autres cas, la cellule correspondant au voisin v d'un noeud n; est

remplacée par un pointeur appelé pointeur de cellule qui indique la cellule
correspondant au voisin n; associé au noeud v de la liste des noeuds.

Comme il existe de multiples branches dans un GCR surtout au début du
rassemblement, il est essentiel de pouvoir accéder rapidement a la plus faible
mesure de dissimilarité ainsi qu'a toutes celles associées aux branches ou l'on
vient d'effectuer un rassembliement.

£33 Mise 4 | ! l e dissimilarité:

La modification du GCR intervient toujours a V'endroit de dissimilarité
minimale. Comme le nombre de branches du graphe est considérable, elles vont
étre triées pour pouvoir accéder rapidement au minimum de dissimilarité. Aprés
chaque étape de rassemblement, il est nécessaire d'éliminer les branches qui ont
disparu et de recalculer les mesures de dissimilarité relatives aux branches qui
lient le nouveau noeud a ses voisins. Le nombre de voisins d'un certain noeud est
trées dépendant de la forme géométrique des régions auxquelles lui et ses voisins
correspondent. Il est donc indispensable d'avoir une structure dynamique.
L'ordonnancement des mesures de dissimilarité peut étre obtenu au moyen d'une
structure dynamique qui lie les différentes branches du graphe.

Deux possibilités peuvent étre utilisées. La premiére consiste a pointer pour
chaque noeud de la liste de noeuds sur la branche qui présente la dissimilarité
minimale, c'est-a-dire la cellule présentant le minimum de dissimilarité dans la liste
des voisins du noeud considére. Il suffit de trier dés lors au plus N,-1 mesures de
dissimilarité au lieu de b. La seconde consiste a définir une structure d'arbre
binaire balancé entre les différentes mesures de dissimilarité.

Un arbre est dit balancé [59] si et seulement si, pour chaque noeud de cet
arbre les hauteurs de ses sous-arbres différent au plus de 1. Les opérations
suivantes peuvent étre réalisees en au plus O(log b) opérations si b correspond au
nombre d'éléments a trier:

- trouver un noeud de I'arbre possedant une certaine valeur,
- insérer dans l'arbre un noeud possedant une certaine valeur,
- eéliminer de l'arbre un noeud possédant une certaine valeur.

Un algorithme permettant d'insérer un élément dans l'arbre avec
rebalancement de ce dernier dépend fortement de la fagon dont est mémorisée
linformation de balancement. Celle-ci peut faire partie intégrante de chaque noeud
de l'arbre. il est nécessaire de la mettre a jour a chaque étape d'insertion ou
d'effacement d'un élément de I'arbre. Une fois que I'on a déterminé ou insérer un
nouvel élément, on pratique les opérations de rebalancement par permutation de
pointeurs. Ceux-ci sont échangés cycliquement en une simple ou double rotation
de deux ou trois noeuds a chaque niveau de I'arbre. L'information de balancement
est également modifiée en accord avec ces permutations cycliques.
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Chaque étape de rassemblement entre deux noeuds n; et n; entraine la
modification de l'arbre balance. La branche liant n; a n; est supprimée. Si le
nouveau noeud porte le numéro n;, toutes les branches liant N a des voisins de n;
avant rassemblement sont également éliminées. Les valeurs associées aux
branches restantes sont modifiées de maniere a correspondre aux mesures de
dissimilarité entre le nouveau noeud et ses voisins. Le nouvel arbre balancé est
obtenu en détruisant un nombre de cellules identique au nombre de voisins
communs a n; et a n;, et en rebalangant l'arbre pour les autres mesures de
dissimilarité excepté celle qui était associée a la branche liant n; & n;. S'il existe
initialement b; branches associées a n; et b; branches associées a nj, la modification
de l'arbre balancé peut étre réalisée en O((bj+bj) log(b)) opérations, ou b
représente le nombre total de branches du GCR.

On a adopté une représentation du GCR ou l'ensemble des noeuds
définissent une liste ordonnée. Outre les informations relatives a la forme et a
I'approximation de chaque région, on associe a chaque noeud une liste de voisins
représentant les numéros de ses voisins et les mesures de dissimilarité
correspondantes. Celles-ci sont ordonnées sur la base des mesures de
dissimilarité au moyen d'un arbre binaire balancé. On accede au minimum de
dissimilarité en O(log(b)) opérations par parcours de l'arbre binaire balancé. La
cellule associée fait apparaitre I'un des noeuds impliqués dans le rassemblement.
Pour pouvoir connaitre l'autre noeud instantanément, on associe encore & chaque
cellule un nombre correspondant au numéro du noeud auquel cette cellule se
rapporte. On aboutit ainsi a la forme définitive de la structure Brain.

4.3.4 Structure BRAIN:

Le schéma de cette structure est illustré a la figure 4.3. La partie relative a
l'arbre balancé est présentée plus en détail a la figure 4.4.
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Figure 4.3: Structure Brain.

Chaque fois qu'un voisin porte un numéro moins élevé que le noeud auquel il

se rapporte, le voisin correspondant (et la mesure de dissimilarité qui lui est
associée) sont obtenus en suivant le pointeur de cellule. La cellule pointée
posséde deux cases ou voisin et noeud sont inversés. Ainsi la mesure de
dissimilarité correspondant a la branche 2-1 apparait a la cellule 1-2-md.
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Eigure 4.4; Détail de I'arbre balancé
(les fleches en gras indiquent les branches de l'arbre;
les autres correspondent aux pointeurs de cellule).

Aprés chaque étape de rassemblement, la structure Brain évolue en ce que le
noeud portant le numéro le plus élevé disparait. L'autre noeud correspond a la
nouvelle région aprés rassemblement. Ses parameétres d'approximation et de
forme de région (y compris la partie de I'image de numéro associée) sont mis a jour
et sa liste de voisins s'allonge des cellules qu'il a acquises par rassemblement.
Selon la valeur du nouveau numéro, les cellules doivent étre modifiees voire
remplacées par des pointeurs de cellules. Ceci est décrit dans I'annexe F. En
derniére étape, on rebalance I'arbre en fonction des nouvelles mesures de
dissimilarité. Le choix d'une telle structure permet non seulement d'accéder
rapidement a la plus faible mesure de dissimilarité mais il assure l'accés immédiat
a toutes les mesures de dissimilarité et voisins de chaque région.
L'ordonnancement des cellules par rapport a la valeur du voisin est réalisé au
moyen d'une liste pointée. Cette autre structure garantit un calcul rapide de l'union
des deux listes de voisins (voir annexe F).

Avec une telle architecture, il s'agit maintenant d'estimer la complexité de
I'algorithme de rassemblement pour aboutir a la segmentation finale.
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4.4 Complexité de calcul et solutions sous-optimales :

Cette section met en évidence la complexité de l'algorithme si I'on utilise la
structure de données Brain pour représenter le GCR. Le premier paragraphe décrit
le nombre d'opérations nécessaires a la construction du GCR initial et a chaque
étape de rassemblement. On étudie ensuite comment il est possible de simplifier
les calculs liés a I'approximation et aux mesures de dissimilarité lorsqu'on analyse
le rassemblement potentiel d'une région de trés grande taille avec une région de
tres petite taille (par exemple un point image). Cette analyse est suivie de la
proposition de méthodes sous-optimales pour effectuer le rassemblement mais qui
garantissent une qualité comparable.

441 mplexité lalgorithme:

I faut distinguer deux catégories de traitements. Le premier est relatif a
I'élaboration de la struture Brain de départ a partir de la partition de l'image
obtenue par l'algorithme de division. Le second correspond au nombre
d'opérations nécessaires a chaque étape de rassemblement. Par la suite, on
supposera que le GCR initial contient b branches et N, noeuds. On admettra
également d'utiliser un ensemble de r fonctions de base pour approximer les
données sur chaque région. Pour des polynémes de degré 0, 1, 2 ou 3, on aura
respectivement r=1, 3, 6 ou 10.

Pour obtenir la struture Brain initiale, il faut dans un premier temps générer la
liste des N, noeuds et les caractéristiques d'approximation et de forme de région
relatives a chacun de ces noeuds. On ne peut pas utiliser directement les
expressions données par l'algorithme de division, vu qu'il est nécessaire
d'exprimer ces parameétres d'approximation pour un choix d'origine unique (xg.yq)
pour pouvoir appliquer la propriété de décomposition de I'approximation au sens
des moindres carrés (voir paragraphe 4.2.2). On peut éviter les caiculs de
I'approximation sur chaque carré aprés changement d'origine en appliquant une
simple matrice de changement de base C aux paramétres de l'approximation déja
calculés. C est de dimension rxr et est définie par la relation:

P'(x.y) = C ¥(x-xq.y-Yo) (4.22)

Les nouveaux paramétres de I'approximation sont donnés par les relations
(voir annexe G) :

$=CSCT (4.23)
u=(CT)lu (4.24)
h'=Ch (4.25)

Ces expressions ne font nullement intervenir le nombre de points de chaque

région. Pour chaque noeud du graphe, ces caiculs requiérent environ O(r2)
opérations. Les parameétres de forme de région sont obtenus en numérotant une
image de numeéros en fonction de la structure de I'image aprés application de
I'algorithme de division. Les carrés contenant des contours sont mis a zéro dans
l'image des numéros. lls seront traités ultérieurement (voir paragraphe 4.1.1). Pour
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chaque noeud du GCR, il s'agit maintenant d'estimer 'ensemble de ces voisins. La
liste ordonnée des voisins est obtenue en parcourant I'image de numéros. Chaque
fois que deux pixels consécutifs non nuls de cette image selon une certaine ligne
ou une certaine colonne ont une valeur différente, on se trouve a la frontiére entre
deux carrés. On teste dans le carré de numéro le plus faible s'il existe la cellule
correspondant & l'autre carré dans Ila liste de ses voisins. Si tel est le cas on passe
au pixel suivant, sans quoi cette cellule est insérée dans la liste des voisins et un
pointeur de cellule associé est inséré dans la liste des voisins du carré portant le
numéro le plus élevé. La génération d'une telle liste requiert O(N2) comparaisons
pour une image de taille NxN. Pour compléter la liste des opérations a la
génération du Brain initial, il s'agit de parcourir les b cellules de cette structure
correspondant aux branches du GCR et de leur associer une mesure de
dissimilarité. Le calcul de ces b mesures de dissimilarité est réalisé en O(br3)
opérations quelle que soit le critére choisi. Le calcul differe d'un critére a Il'autre
d'environ 2r2 opérations par branche si l'on estime I'erreur quadratique pondérée
(courante) (2 multiplications matrice-vecteur de dimension r supplémentaires). Pour
tous les autres critéres, le gros des opérations correspond essentiellement a
l'inversion de la matrice S associée a l'ensemble des deux régions impliquées
dans le rassemblement. Une fois I'ensemble des mesures de dissimilarité connues,
celles-ci sont triées au moyen d'un arbre binaire balancé en O(b log(b)) opérations.

En comparant les différentes phases de la génération du Brain initial, on
remarque que pour des approximations polynomiales de degré élevé, le calcul des
mesures de dissimilarité s'avére la tache la plus colteuse vu que r3 est beaucoup
plus grand que log(b). Lorsque le degré est plus faible, c'est le tri de ces mesures
qui requiert le plus grand nombre d'opérations. On remarque cependant qu'il aurait
été pratiquement impossible de réaliser l'algorithme de rassemblement pour des
polynémes de degré élevé si I'approximation au sens des moindres carrés ne
bénéficiait pas de la propriété de décomposition.

Notons qu'une modification du choix du critere de dissimilarité au cours du
processus de rassemblement n'entraine pas une modification de la structure Brain
mais nécessite la réévaluation de toutes les mesures de dissimilarité et leur triage
au moyen d'un arbre binaire balancé.

Estimer la complexité de calcul de tout le processus de rassemblement est
tras difficile, car celle-ci est fortement dépendante de I'évolution de la segmentation
et donc de l'information contenue dans l'image analysée. Aussi, on s'est borné a
étudier quelles étaient les taches les plus coliteuses lors de chaque étape de
rassemblement.

Aprés rassemblement, il faut modifier la structure Brain de la fagon suivante:

- estimer les nouveaux paramétres de forme (rectangle circonscrit) et
d'approximation (matrice S, vecteurs u et h) de la région obtenue par

rassemblement. Ceci requiert seulement O(r3) opérations.

- modifier la liste des voisins du noeud n; portant le numéro le plus bas. Ceci
est obtenu par insertion des voisins de l'autre noeud n; qui n'étaient pas les siens
mis & part n;. Si le noeud n; a b; branches, la liste de voisins peut étre modifiée en
O(b;) comparaisons du fait de 'ordonnancement de cette liste.
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- Si aprés rassemblement n; posséde b;' voisins, il s'agit d'estimer les by
nouvelles mesures de dissimilarité, ce qui est effectué en environ O(b;'r3)
opérations.

- Enfin, il faut rebalancer I'arbre qui lie les différentes mesures de dissimilarité.
S'il y avait b; branches associées a n; avant rassemblement, le rebalancement de
l'arbre est réalisé en O((bj+b;) log(b)) opérations (voir paragraphe 4.3.3) ou b
représente la moyenne du nombre de branches entre le GCR avant et le GCR
aprés rassemblement. Une fois l'arbre rebalancé, le calcul du minimum de
dissimilarité est réalisé en O(log(b')) opérations si b' correspond au nombre de
branches dont est formé le GCR aprés I'étape de rassemblement.

A chaque étape de rassemblement, il faut également donner aux pixels de
valeur n; la valeur n;, dans l'image de numeros. Ceci est realisé en (Kmay j-Kmin,j-

1)X(Imax.j-'min,j-1) comparaisons.

De tout ce qui précéde, on remarque que les opérations liées au calcul et a
l'ordonnancement des mesures de dissimilarité sont les plus couteuses. Si le degré
de l'approximation est élevé, le calcul des mesures de dissimilarité est le plus long;
dans un cas contraire, I'ordonnancement des mesures de dissimilarité nécessite le
plus de temps calcul.

La complexité de calcul peut varier beaucoup d'une étape de rassemblement
a l'autre. Tout dépend du nombre de voisins de chaque région |mpI|quee dans le
rassemblement.

Dans ce qui suit, des méthodes sous-optimales liées soit a la structure de
I'algorithme, soit au calcul de I'approximation sont proposées pour accélérer le
processus de rassemblement.

implification Icul d'approximation;

Méme si I'on peut efficacement utiliser la propriété de décomposition de
'approximation selon le critére des moindres carrés, on remarque que les calculs
liés a 'approximation (mesures de dissimilarité) définissent la part la plus couteuse
de l'algorithme de rassemblement.

On peut les simplifier davantage dans le cas des rassemblements impliquant
des régions de tailles trés disproportionnées. En effet, dans de tels cas, on peut
utiliser la théorie des perturbations.

Il est raisonnable d'admettre que l|'expression de la matrice S aprés

rassemblement sera trés proche de celle de la région de trés grande tailie,
correspondant au domaine D4. On a donc:

$=§ 4.26)
L'expression (4.7) se simplifie dés lors de la fagon suivante:

u=s (Sl)" (Slu, + 32U2) =Up + 31'152U2 = + Sl']hz 4.27)
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Si $1-1 a été mémorisé, on réduit la complexité de calcul par rapport & (4.7) de

O(r3) a O(r2). De la méme maniére, les calculs peuvent étre simplifiés pour le calcul
des mesures de dissimilarité. En faisant I'hypothése que (4.26) reste applicable, la
relation (4.18) peut étre utilisée avec u calculé selon (4.27). En ce qui concerne
I'erreur quadratique pondérée, on peut négliger la contribution de I'erreur sur le
premier domaine due a la modification de I'approximation, car celle-ci reste
pratiquement inchangée du fait du grand nombre de points de ce domaine. On a
alors:

EQP = EQ/N; + (EQs + (Up - 2u)Thy + uTSou)/No (4.28)

De la méme fagon, 'erreur quadratique moyenne est obtenue directement en
pondérant l'erreur quadratique par le nombre N4 de points du domaine D4. Pour
obtenir les expressions des criteres de dissimilarité courants, on applique les
expressions (4.18) ou (4.28) en posant EQy=EQ5=0. Le calcul des mesures de

dissimilarité a été ainsi réduit de O(r3) opérations & O(re) opérations.

Il faut cependant souligner que ces approximations ne sont pas applicables si
elies sont utilisées de maniére répétée a une méme grande région de référence. A
partir d'un certain nombre de rassemblements, la contribution des petites régions
n'est plus négligeable. Les équations (4.27) et (4.28) s'écartent alors de la réalité. |l
devient nécessaire de corriger les estimations effectuées aprés un certain nombre
de rassemblements en recalculant l'expression exacte des parametres
d'approximation au moyen des relations (4.9) a (4.11). Aussi est-il impératif de
mémoriser les parametres relatifs a toutes les régions impliquées par la
simplification. Le nombre de rassemblements est choisi en liaison avec la somme
du nombre de points de toutes les petites régions qui ont été insérées a la grande.
Dés que ce nombre n'est plus négligeable par rapport au nombre initial de points
de la grande région, on corrige les estimations des parametres d'approximation.

Lorsque des régions de la taille d'un pixel sont associées a de plus grandes
régions, les relations (4.27) et (4.28) restent parfaitement valables. Si g(k,l) est la
valeur du pixel, le vecteur hy correspondant s'exprime par le vecteur de dimension

r g(k,)¥(k,l). De méme, la matrice S, s'écrit alors W(k,!)¥T(k,]).

4 ion -optimal r ificati r mbl :

Une autre possibilité permettant de réduire la complexité algorithmique du
processus de rassemblement est obtenue en modifiant iégérement son principe.

Ainsi, on peut par exemple recalculer les mesures de dissimilarité seulement
aprés un certain nombre de rassemblements. Il devient alors simplement
nécessaire d'interdire le rassemblement de toutes les régions qui ont été
impliquées précédemment dans un rassemblement sans que les mesures de
dissimilarité n'aient été corrigées. Cette procédure n'introduit guére de distorsion
appréciable au début du rassemblement. Elle évite notamment le balancement de
I'arbre binaire balancé & chaque étape de rassemblement, qui est justement
colteux lorsque le GCR posséde beaucoup de branches. Plus le nombre de
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régions diminue, plus il devient nécessaire de corriger souvent les mesures de
dissimilarité [60).

Il est également possible de limiter la taille maximale du GCR en nombre de
noeuds. A partir de la partition initiale de I'image par l'algorithme de division, on
construit un GCR comprenant les N(<N,) premiéres régions de cette segmentation.
Tant qu'il existe des régions de la partition initiale non encore analysées dans le
GCR, celles-ci sont insérées une a une aprés chaque étape de rassemblement. On
réduit ainsi le nombre de comparaisons des mesures de dissimilarité tout en
garantissant la correspondance cherchée entre les objets de l'image et la forme de
la segmentation. En effet, il est peu probable que ce qui se passe dans un coin de
l'image ait une influence immediate sur ce qui se passe dans un autre coin.

Si le principe de rassemblement a été modifié dans les derniers paragraphes
pour en accélérer le traitement, les résultats présentés dans la suite de notre travail
correspondront toujours a l'application de l'algorithme de rassemblement sans
simplification.

Si I'on vient d'étudier la complexité de calcul de l'algorithme de rassemblement, on
analyse dans la section suivante la stratégie a adopter dans le choix des mesures
de dissimilarité pour obtenir la segmentation finale de l'image.

4.5 Stratégie globale de rassemblement :

Dans cette partie du chapitre 4, on étudie dans un premier temps les erreurs
dues au choix des mesures de dissimilarité d'une part, au fait qu'il existe plus d'un
parameétre d'approximation d'autre part. Cette analyse justifiera de procéder
comme suit:

1) rassemblement des régions sans contours, en appliquant successivement
l'erreur quadratique pondérée courante et l'erreur quadratique courante comme
mesure de dissimilarité.

2) insertion des régions situées de part et d'autre des contours dans le GCR.
Ces régions sont obtenues avec l'aide de l'image de contrdle des structures
positives et négatives (voir section 2.2).

3) rassemblement adaptatif par erreur quadratique courante jusqu'a obtenir le
nombre de régions désiré de la segmentation finale.

4.5.1 Analyse des défauts:

Les défauts de la procédure de rassemblement peuvent provenir d'un
mauvais choix du critére de dissimilarité et de l'impossibilité de pouvoir générer
des zones homogeénes de petite taille situées proches des contours d'une image a
cause de lI'augmentation du degré du polynéme d'approximation.

Voyons dans une premier temps les effets des différents critéres de
dissimilarité.
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Si l'algorithme de rassemblement proposé est optimal en ce que ce
rassemblement a lieu a chaque étape a I'endroit de dissimilarité minimale, rien ne
garantit de préserver l'information contour de l'image dans la segmentation finale.

Comme il a été mentionné a la section 4.1, chaque critére de dissimilarité
présente un certain nombre d'avantages et d'inconvénients. Selon ['état du GCR,
un critere peut s'avérer plus efficace qu'un autre. Il s'agit donc de proposer
comment faire évoluer les différentes mesures de dissimilarité de maniere a tenir
compte au mieux de la structure des régions.

On va montrer expérimentalement les effets des différents critéres dans ce qui
suit. Deux hypothéses vont permettre de définir la modalité de I'expérimentation:

- le comportement d'un centain critére quant a la structure de la segmentation
est peu dépendant du degré du polynéme d'approximation. Pour simplifier le test,
on utilisera donc des polyndmes de degré 0. En effet, si le résultat de la
segmentation finale est trés dépendant du choix de l'approximation, l'effet de
chaque criteére de dissimilarité quant a sa tendance a agglomeérer des petites
régions a des grandes ou & favoriser le regroupement de petites régions est
indépendant de I'approximation choisie.

- I'analyse des effets de chaque critere de dissimilarité peut étre faite
indépendamment de la taille de l'image analysée. En outre, il est raisonnable
d'admettre que les résultats obtenus a partir d'une seule image naturelle
permettent déja de bien comprendre le comportement d'un critére de dissimilarité,
vu que I'on a & faire a un trés grand nombre de configurations possibles de formes
et tailles de régions tout au long du processus de rassemblement. Aussi avons-
nous décidé de prendre I'image du couple pour effectuer notre expérience.

Pour mettre en évidence le comportement de chaque critére, on définit
I'expérience suivante. A partir de I'image du couple segmentée par l'algorithme de
division au moyen d'une représentation par polynémes de degré 0, on va étudier le
comportement de cinq critéres de dissimilarité tout au long du processus de
rassemblement. La segmentation donnée par l'algorithme de division est présentée
a la figure 3.25b. De maniére a limiter le nombre de régions du GCR, on a associé
les pixels situés de part et d'autre des contours de l'image donnés par l'image de
contréle des contours (fig. 2.15d) sur la base de I'image des structures positives et
négatives de l'image du couple (fig. 2.24a). Le GCR initial comprend des lors 5596
noeuds.

Au cours de I'expérience, on va observer la structure de la segmentation et de
I'image reconstruite correspondante a six instants de la procédure de
rassemblement. Ces instants sont définis en relation avec le nombre de régions qui
constituent la segmentation de limage. Dans notre cas, on étudie la forme de la
partition pour 4999, 2999, 999, 199, 99 et 49 régions.

La forme de la segmentation est décrite en assignant & chaque région un
niveau de gris parmi quatre. On tire profit du théoréme des quatre couleurs de la
théorie des graphes [61] qui garantit qu'il est possible de colorier une carte de pays
au moyen de quatre couleurs seulement pour autant qu'il n'existe pas plus de
quatre pays voisins en un seul point. En réalité, pour des raisons de simplicité de
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programmation, on a eu recours a une représentation au moyen de cing niveaux de
gris. Ainsi, tous les points d'une région portent un certain niveau de gris, sans qu'il
soit possible d'avoir deux régions voisines dont les points respectifs possédent la
méme valeur.

Pour un niveau de rassemblement donné, on présente successivement les
résultats de rassemblement obtenus au moyen de I'erreur quadratique moyenne
(EQM), de Verreur quadratique (EQ), de l'erreur quadratique courante (EQC), de
I'erreur quadratique courante pondérée (EQCP) et de l'erreur quadratique
pondérée (EQP). L'erreur quadratique moyenne courante n'a pas été insérée dans
ce banc de test vu les résultats peu performants que I'on obtient avec I'erreur
quadratique moyenne (comme on le verra), ces deux mesures ayant un
comportement similaire.

Les sous-numéros a, b, ¢, d et e de chaque figure correspondent aux critéres
susmentionnés dans l'ordre dans lequel ils ont été présentés.

La figure 4.5 présente les résultats d'une segmentation a 4999 régions. Aprés
environ 600 rassemblements (de 5596 a 4999), il est difficile de distinguer les
résultats donnés par chaque critére. Sur le plan visuel, aucune différence
n'apparait au niveau de l'image reconstruite. On remarque cependant déja que les
criteres EQ et EQC (figures 4.5b et 4.5¢) ont tendance a favoriser le regroupement
de petites régions ressemblantes alors que les autres critéres EQM, EQCP et EQP
(figures 4.5a, 4.5d et 4.5e) tendent a rassembler des régions de grande taille
d'abord. Il suffit d'observer pour cela la forme des régions correpondant a l'arriére-
plan sombre de l'image du couple. Dans toutes les images de la figure. 4.5, une
structure de géométrie rectangulaire est imposée a chaque région a cause de la
forme de la segmentation initiale obtenue par l'algorithme de division.

La figure 4.6 présente les résultats d'une segmentation a 2999 régions. Les
remarques effectuées pour la figure 4.5 sont confirmées pour cette figure. Les
résultats donnés par les critéres EQM, EQCP et EQP (figures 4.6a, 4.6d et 4.6¢)
semblent plus attrayants a ce niveau du processus de rassemblement vu que I'on
voit apparaitre des grandes régions correspondant a de larges zones homogeénes
de limage analysée (par exemple, arriére-plan ou cou de la femme sur l'image du
couple). A ce niveau de rassemblement, il est pratiquement impossible de déceler
une distorsion plus grande que celle que I'on avait au moment de la segmentation
initiale (aprés Il'application de l'algorithme de division). La segmentation la plus
correcte semble étre donnée ici par le critéere d'erreur quadratique pondérée. En
effet, c'est le seul critére pour lequel on a des régions uniformes de trés grande
taille correspondant a des objets réels de la scéne et pour lequel la structure des
frontiéres a angle droit, imposée par l'algorithme de division commence a
disparaitre.

La figure 4.7 présente les résultats d'une segmentation a 999 régions. Le
comportement décrit précédemment pour les différents critéres se confirme:
rassemblement des petites régions entre elles pour EQ et EQC (figures 4.7b et
4.7c); rassemblement de régions de grande taille pour les autres critéres étudiés.
On voit cependant apparaitre les premiers désavantages qui entrainent des
distorsions au niveau de limage reconstituée. En ce qui concerne l'erreur
quadratique moyenne, une région ayant atteint une taille importante comme
l'arriére-plan de I'image du couple a tendance a avaler des régions de tres petite
taille qui appartiennent néanmoins a d'autres espaces réguliers de l'image. Ceci
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peut étre observé a la figure 4.7a au niveau de I'épaule de 'homme et au voisinage
de l'oreille gauche de la femme. Cette distorsion est inacceptable et elle justifiera le
rejet de cette mesure de dissimilarite pour comparer les régions lors du processus
de rassemblement. De plus, EQM ne permet pas nécessairement d'obtenir des
régions couvrant des espaces réguliers d'aussi grande taille que les criteres EQCP
et EQP. Si des grandes parties d'espaces réguliers sont ainsi obtenues avec les
critéres EQCP et EQP (figures 4.7d et 4.7e), on commence a avoir des régions de
trés petite taille ne représentant pas d'information pertinente, placées comme des
enclaves dans de trées grandes régions. Observer a cet effet, les micro-régions
apparaissant au bas de I'épaule gauche de I'homme. En ce qui concerne les
criteres EQ et EQC (figures 4.7b et 4.7c), on remarque un certain nombre
d'avantages par contre: if n'existe plus de régions de trés petite taille. On a ainsi
éliminé les détails de l'image, sans que le gros de l'information sémantique ait été
perdu. Cette considération s'avére particuliérement intéressante dans le contexte
du codage. Mis a part I'erreur quadratique moyenne, la qualité des différentes
images est comparable a ce niveau de la segmentation.
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La figure 4.8 montre les résultats d'une segmentation a 199 régions. On n'a
pas présenté de segmentations constituées d'un nombre de régions compris entre
999 et 199, car aucun autre type de distorsion n'était visible. Les phénoménes
décrits jusque la pour caractériser chaque critere restent parfaitement valables. En
observant les structures des segmentations obtenues avec chaque critére, on
commence a voir apparaitre la structure des frontieres des espaces réguliers de
I'image, comme les yeux ou les dents des personnages, leur téte... Les
désavantages occasionnés par le critere d'erreur quadratique moyenne (figure
4.8a) sont encore plus visibles a ce niveau. La plupart des frontiéres réelles des
objets de limage sont déformées (dimension de la téte des personnages). Si I'on
compare l'image de la figure 4.8a aux images des figures 4.8b a 4.8e, on a une
considérable baisse de qualité. En comparant les figures 4.8b et 4.8c aux figures
4.8d et 4.8e, on remarque que les segmentations obtenues avec EQ et EQC
présentent des zones homogénes de grande taille subdivisées en plusieurs
régions (arriére-plan de l'image du couple, front des personnages...) alors que
celles obtenues a partir de EQCP et EQP ont des régions de trés petite taille
correspondant a des détails insignifiants non incluses dans des régions
avoisinantes. Ces défauts sont complémentaires. En inversant ces deux types de
criteres de dissimilarité (pondéré et non pondéré), on peut associer les toutes
petites régions aux grandes pour les segmentations correspondant aux figures 4.8d
et 4.8e ou associer des grandes régions définissant un méme espace régulier pour
les segmentations correspondant aux figures 4.8b et 4.8c. Si tel n'est pas le cas
des distorsions inacceptables commencent a apparaitre en poursuivant le
processus de rassemblement. Ceci est déja visible pour les figures 4.8d et 4.8e sur
la partie droite du front de 'homme.

Dans les figures 4.9 et 4.10 représentant chacune des segmentations de 99 et
49 régions, on met mieux en évidence ces distorsions. Sans parler de l'erreur
quadratique moyenne, on remarque la qualité dérisoire des images obtenues avec
EQCP et EQP (Figures 4.9d, 4.9¢, 4.10d et 4.10e). Pour ce qui est des criteres EQ
et EQC, la qualité est nettement plus élevée, si ce n'est que l'arriére-plan de
l'image est constitué de trois régions pour la figure 4.9, de deux pour la figure 4.10.
Vu la taille de ces régions, la longueur des frontieéres correspondant & des faux
contours est importante. Leur codage est en conséquence trés colteux, ce qui
réduit la compression des figures 4.9b, 4.9c et 4.10b, 4.10c par rapport & celle des
figures 4.9d, 4.9e et 4.10d, 4.10e, respectivement. |l s'agit donc d'utiliser une
stratégie basée sur les criteres EQ et EQC ou l'on ait pris cependant le soin
d'appliquer pendant quelques rassemblements au début de la procédure les
criteres EQCP et EQP pour regrouper les régions correspondant a de trés grands
espaces réguliers, régions qui ne pourraient étre rassemblées si I'on choisissait les
critéres EQ ou EQC. Parmi EQ et EQC, on peut remarquer en comparant les figures
4.10b et 4.10c, que l'erreur quadratique courante permet d'obtenir une meilleure
précision (tous les yeux des personnages sont conservés). Les raisons de ceci sont
difficiles a déterminer, si ce n'est que EQC permet de mesurer exactement la
distorsion introduite par le rassemblement de deux régions pour le signal
d'approximation calculé sur ces deux régions, autrement dit pour le modele qui
caractérise I'homogénéité de ces régions (voir paragraphe 4.1.2). S'il n'y a pas eu
de distorsion significative de I'image quant a son contenu sémantique, EQC s'avere
donc une mesure plus adéquate.
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Si l'augmentation du degré du polyndme permet de définir des régions
caractérisées par une variation complexe du signal de luminance, certains artefacts
peuvent étre introduits a cause de la singularité de la matrice S dans le calcul de
l'approximation selon le critere des moindres carrés.

La précision imposée aux frontiéres des régions correspondant a des
contours réels de l'image exige de subdiviser les carrés qui contiennent des
contours, en I'ensemble des points qui les définissent (voir paragraphe 4.1.1). Ces
points sont insérés dans le GCR comme noeuds a part entiére. Deux désavantages
résultent d'une telle solution. D'une part, on augmente ainsi considérablement le
nombre de noeuds du GCR, nécessitant un temps énorme de traitement. D'autre
pan, il est impossible d'avoir des zones homogénes allongées situées sur une
bande étroite de part et d'autre d'un contour (par exemple, les sourcils ou les dents
d'un individu). La figure 4.11 montre comment l'ellipse en noir a disparu une fois
que l'image a été segmentée. Ce genre de distorsion est d'autant plus vrai que le
degré du polynéme augmente car la taille des carrés croit en conséquence. En
effet, les points des carrés contenant des contours (indiqués en hachuré sur la
figure) ne peuvent étre associés qu'aux régions avoisinantes nées du
rassemblement des carrés ne contenant pas de contours ce qui rend impossible
l'apparition de zones homogénes provenant uniquement de l'association de points
des carrés contenant des contours (les points constituant l'ellipse dans I'exemple
de la figure 4.11). Pour éviter cette distorsion, il faudra regrouper les pixels
correspondant a ces zones homogenes allongées sur la base d'un certain critere,
vu qu'il ne faut pas les inclure directement dans le GCR (voir paragraphe 4.5.3).
Pour pouvoir décrire les régions ainsi constituées au moyen du méme modele
d'approximation polynomiale, il faut que le nombre de pixels de ces régions soit
supérieur au nombre de coefficients du polynéme.
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Maintenant que la liste des défauts a été mise en évidence, décrivons la
stratégie globale de rassemblement qui permet de s'approcher d’'une segmentation
idéale, c'est-a-dire qui n'est constituée que de régions représentant des objets de
la scéne.

150 R { des réq tours :

Il s'agit de la premiére phase de la stratégie de rassembiement. Partant de la
partition donnée par l'algorithme de division, on va unir les carrés voisins ne
contenant pas de contours de maniére a faire apparaitre des zones homogénes de
I'image. Le rassemblement de deux régions voisines se fait sur la base du
minimum de dissimilarité du graphe de contiguité de région. Le graphe de
contiguité de région peut étre non connexe, vu qu'il peut ne pas exister de chemin
entre deux portions du GCR.

Sur la base de la procédure d'expérimentation des critéres de dissimilarité, il
apparait intéressant d'utiliser dans un premier temps un critere qui permette
d'obtenir des espaces réguliers de grande dimension. Les critéres EQP ou EQCP
semblent parfaitement convenir a cette tache. Vu le comportement trés proche de
ces deux critéres, le choix a porté sur EQCP pour des raisons de moins grande
complexité algorithmique (voir paragraphe 4.2.3) et du fait que EQCP permet de
mesurer a chaque étape la distorsion exacte qui est introduite entre les
approximations avant rassemblement et aprés rassemblement.

De maniére a éviter I'apparition de petites enclaves isolées dans des espaces
réguliers de grande dimension, il faut également utiliser une mesure d'erreur
quadratique ou d'erreur quadratique courante. De nouveau, et vu les meilleures
performances obtenues, on a choisi une mesure d'erreur quadratique courante
(voir figure 4.10).

A la fin de cette premiére phase, l'image est constituée d'une série de régions
dont la forme a été choisie de maniére & s'adapter au mieux au modéle polynomial
de degré choisi. Un point important reste a définir. Combien d'étapes de
rassemblement peuvent avoir lieu entre la modification des criteres de dissimilarité
et quand est-ce qu'il faut arréter cette premiére phase de l'algorithme? Il est plus
exact de poser cette question en termes du nombre de régions dont est constituée
la segmentation de maniére a se rendre assez peu dépendant du degré du
polynéme d'approximation. En effet, le nombre de régions du GCR initial est une
fonction décroissante du degré du polynéme d'approximation.

La réponse & la premiére question peut étre trouvée en analysant les résultats
de l'expérience du paragraphe 4.5.1.1. On remarque qu'avec environ 1000
régions, le critere d'erreur quadratique pondérée permet pratiquement d'atteindre
le but recherché et que vers 200 régions, on commence a voir apparaitre certaines
distorsions. Il ne faut pas oublier aussi qu'on n'a pas encore inseré ici au GCR de
régions correspondant aux carrés contenant des contours. Ceci justifie de prendre
une valeur inférieure & 1000. De maniére a tenir compte également de la variabiliteé
du nombre initial de régions de la partition par division de différentes images
naturelles, on a choisi de fixer ce seuil & environ 500 régions quelle que soit
image traitée.
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contenant un contour par I'ensemble des pixels situés du méme cété de ce contour.
Pour les définir, on peut avantageusement utiliser 'image des structures positives
et négatives de l'image originale. On superpose a cette image l'ensemble des
carrés de plus petite taille aprés division de l'image originale, contenant des
contours. Par continuité, on crée alors une région constituée par 'ensemble des
points appartenant a des carrés contigus, points qui possédent le méme signe sur
I'image des structures positives et négatives. S'il existe une approximation
polynomiale de méme degré que celle utilisée pour le rassemblement, on insére la
région ainsi générée dans le GCR. S'il n'existe pas une seule approximation au
sens des moindres carrés (la matrice S associée a cette région est singuliére), on
inclut un a un les points de cette région comme noeuds du GCR avec la contrainte
implicite qu'ils ne peuvent étre rassemblés qu'a des régions ou l'approximation
existe (voir paragraphe 4.1.1). Cette procédure d'insertion est terminée lorsqu'on a
analysé tous les points des carrés contenant des contours.

Il est & remarquer que certaines régions ainsi obtenues peuvent correspondre
a des zones homogénes a part entiére qui ne doivent pas étre regroupées aux
régions obtenues lors de la premiére phase du rassemblement (voir distorsions
causées par l'augmentation du degré du polyndme du paragraphe 4.5.1.2).

En décidant d'associer le plus grand nombre possible de points situés d'un
méme c6té d'un contour, on rend difficile 'association de la région ainsi constituée
a la région existant de l'autre c6té du contour. En effet, I'erreur de reconstruction
introduite par le rassemblement de ces deux régions est beaucoup trop importante.
Il peut cependant exister des configurations ou le nombre des points de cette
régions apres rassemblement reste du méme ordre de grandeur que le nombre de
coefficients du polynédme d'approximation. Dans de tels cas, l'erreur de
reconstitution n'est pas nécessairement élevée, rendant le rassemblement
possible. On peut observer les artefacts qui en résultent a la figure 4.13, le
polynéme d'approximation étant de degré 3, la segmentation étant formée de 99
régions obtenues par rassemblement adaptatif par EQC (observer les erreurs
commises sur I'épaule de I'homme). On peut pallier a cet inconvénient, en
réduisant le degré du polynéme d'approximation pendant quelques étapes de
rassemblement; en l'occurence il sera fixé & 0. Les régions ou ce phénoméne peut
se manifester étant de petite taille, elle ne peuvent que trés difficilement étre
rassemblées a des régions correspondant a d'autres espaces réguliers aprés
changement du polyndme d'approximation. L'insertion des N régions créées avec
l'aide de limage de contrdle des structures positives et négatives fait passer le
nombre de régions du GCR de 300 a 300+N. Il est donc raisonnable de tolérer une
modification du degré du polynéme d'approximation jusqu'a obtenir une
segmentation constituée de 300 régions. De maniére a éviter I'existence de petites
régions et pour favoriser linsertion des régions que l'on vient de générer aux 300
régions initialement obtenues le critére de dissimilarité choisi est I'erreur
quadratique courante.
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La figure 4.19 résume la stratégie de rassemblement que nous avons définie.
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Figure 4.19; Stratégie globale de rassemblement
(CD = critére de dissimilarité ; s = nombre de régions)
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4.6 Conclusion

Ce chapitre a permis de définir la deuxieme phase de la segmentation : le
rassemblement adaptatif des régions.

Le principe de l'algorithme de rassemblement dont les bases ont été édictées
au chapitre 2 consiste a rechercher a chaque étape de rassemblement le minimum
de dissimilarité du graphe de contiguité de région (GCR).

La premiére section de ce chapitre introduit les contraintes nécessaires a la
mise en correspondance des frontiéres des régions avec les contours réels des
objets de l'image. Elle propose ensuite différents critéeres de dissimilarité pour
comparer les regions de l'image. Enfin, elle discute du critéere d'arrét de la
procédure de rassemblement.

La section 4.2 met l'accent sur la propriété de décomposition de
approximation au sens des moindres carrés. Cette propriété permet de calculer
efficacement l'approximation du signal original sur une région née du
rassemblement de deux régions a partir des approximations calculées sur chaque
région impliquée dans le rassemblement. Le calcul des mesures de dissimilarité
peut se faire a partir de la connaissance des erreurs calculées sur chaque région
prise séparément.

La section 4.3 met l'accent sur la structure des données appelée "brain”
permettant l'implantation de l'algorithme alors que la section 4.4 en décrit la
complexité et propose des solutions sous-optimales qui accélérent I'exécution mais
ne réduisent pas les performances.

Enfin, la section 4.5 définit la stratégie globale de rassemblement pour obtenir
une segmentation optimale. L'idée essentielle consiste a jumeler deux critéres de
dissimilarité ayant des comportements complémentaires au cours du processus de
rassemblement. L'erreur quadratique courante pondérée permet dans un premier
temps d'obtenir une partition de I'image avec des espaces réguliers de grande
dimension. L'erreur quadratique courante va rattacher les régions de plus petite
taille & ces espaces ou entre elles de maniére a former les objets de l'image. Cette
section indique comment modifier l'algorithme de segmentation pour rendre
possible le rassemblement lorsqu'on augmente le degré du polynéme
d'approximation.

Maintenant que la segmentation a été obtenue, il s'agit d'étudier comment
coder une image représentée par un ensemble de régions approximée par une
certaine fonction polynomiale.
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5. Représentation de l'information segmentée et postraitement

Une fois segmentée par l'algorithme adaptatif de division et rassemblement,
une image est formée par un ensemble de régions adjacentes. Chaque région est
limitée par sa frontiere constituée d'un ensemble de points 4-connexes définissant
linformation de contour. A lintérieur d'une région, le niveau de gris est représenté
par une fonction polynomiale bidimensionnelle approximant au sens des moindres
carrés le signal original. Les coefficients polynomiaux correspondent donc a
linformation texture du modéle contour-texture. Toute représentation d'une image
ainsi obtenue passe donc par la description des frontieres de régions et du modéle
d'approximation permettant de reconstituer le signal luminance & fintérieur de
chaque région.

La section 5.1 met en évidence comment coder l'information contour. La
section suivante aborde le probleme de la quantification des coefficients
polynomiaux liés a l'information texture. Les deux derniéres sections de ce chapitre
illustrent les postraitements qui peuvent étre effectués pour améliorer la qualité de
l'image reconstituée. La section 5.3 montre comment faire disparaitre les faux
contours.

5.1 Codage de [linformation contour :

On appelle points frontiéres d'une région les points qui n'ont pas comme
voisins que des points de cette méme région. Une description compléte de tous les
points frontieres de chaque région est redondante car la connaissance d'une
frontiére d'une région définit automatiquement les parties correspondantes des
frontiéres des régions qui lui sont voisines. Ceci est illustré a la figure 5.1.

image segmentée TR frontiére de la région A

portions des frontiéres des
régions B et C connues apres
description de la région A.

Figure 5.1; Définition simultanée des frontieres de régions adjacentes.

En décrivant dans un ordre prédéfini les frontieres de chaque région: (en
prenant par exemple chaque fois la région située la plus en haut a droite), il est
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possible de reconstruire la forme de la segmentation sans autre? Si on n'adopte
pas une telle relation d'ordre, il devient alors nécessaire de transmettre de
l'information supplémentaire. En effet, appelons noeuds de frontiéres les points
frontieres possédant plus de deux points frontiéres voisins. Pour déterminer
comment est définie chaque région il devient nécessaire de transmettre pour
chaque portion de frontiére comprise entre deux noeuds de frontiéres la région a
laquelle cette portion de frontiere appartient.

Décider de décrire les frontiéres de chaque région d'une fagon ordonnée,
région par région selon un certain ordre de balayage présente cependant toute une
série de désavantages:

1.- La forme des régions pouvant étre a priori quelconque, il existe des points
frontieres qui ont plus de deux points frontiéres voisins appartenant a cette méme
région. On appellera ces points points doubles notés D. De méme, il existe des
points frontiéres ne possédant qu'un seul point voisin appartenant a la méme
région, voir aucun si la région qu'il définit correspond a un pixel isolé. Ces points
seront appelés points isolés notés |. La reconstitution correcte de la forme de la
segmentation (information contour) nécessite de transmettre une frontiére
appartenant a une certaine région a la fois. Appellons image binaire des frontiéres,
limage des points frontieres obtenue aprés élimination des points frontiéres des
régions adjacentes aux régions prises selon un certain ordre de balayage. Pour
éviter toute ambiguité, il est nécessaire de décrire la forme de limage binaire des
frontiéres dans f'ordre dans lequel elle a été construite, a cause de la présence de
points doubles et des points isolés. Ceci est illustré a la figure 5.2. Une autre
possibilité consiste a marquer les points isolés et les points doubles au moyen d'un
symbole supplémentaire au niveau du codeur.
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interdisant I'existence de tels points dans des images binaires de frontiéres, on
peut ramener le co(t moyen de 2 bits par point frontiere a 1.36 bits par point
frontiére. Les performances indiquées tiennent compte de la statistique moyenne
des symboles a coder et se révelent étre les meilleures par rapport aux autres
codes établis pour le codage de l'information contour.

Ces considérations nous ont amené a modifier la forme de la segmentation de
maniére a obtenir une image binaire des frontieres ne contenant pas de points
doubles ou isolés. De maniére a limiter tant soit peu la modification de la
segmentation pour éviter une dégradation inacceptable de I'image reconstruite, un
premier pas consiste a remplacer l'image binaire des frontieres par une image
interfrontiére. C'est ce que nous allons décrire dans le paragraphe suivant.

Au lieu de coder les points frontieres de chaque région prise d'une fagon
ordonnée, il s'agit de décrire la forme des courbes situées entre les points
frontieres de deux régions adjacentes. A partir de I'image ainsi obtenue appelée
image interfrontiére, il est parfaitement possible de reconstituer la forme de la
segmentation. Les points dont sont constituées ces courbes sont appelés points
interfrontiéres. Si I'on apparente ces points interfrontieres a des points frontieres
associés a une segmentation fictive, il n'en est aucun qui définisse un point isolé.
Ceci se fait néanmoins au détriment d'une augmentation du nombre de points a
coder. En effet, d'une part la taille de I'image interfrontiére est de M+1 lignes et N+1
colonnes si I'image analysée posséde M lignes et N colonnes. D'autre part, tout
chemin reliant deux points doubles d'une méme région ou un point double a un
point isolé d'une méme région dans l'image binaire de frontiéres est remplacé par
un chemin de largeur double (donc constitué uniquement de points doubles) dans
l'image interfrontiere, ce qui fait croitre d'un facteur 2 le nombre de points
correspondant a de tels chemins par rapport a I'image binaire des frontieres. De
tels chemins seront appelés liens de régions. La segmentation de la figure 5.3
montre les deux types de liens de régions possibles. Le colt associé a la
représentation de l'information contour sous forme d'image interfrontiére ou sous
forme d'image binaire de frontieres doit rester cependant identique vu qu'aucune
modification topologique n'a été encore introduite au niveau de la forme de la
segmentation. On a cependant choisi de coder l'image interfrontiere parce que la
recherche d'un code optimum n'est pas évidente pour une image binaire de
frontieres sans faire disparaitre les points doubles et les points isolés. L'image
interfrontiére présente I'avantage de ne plus avoir de points doubles a partir du
moment ou l'on a fait disparaitre les liens de régions de l'image segmentée.
L'algorithme a utiliser pour y parvenir est décrit au paragraphe 5.1.3.
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Figure 5.4: Image interfrontiére associée a la segmentation de la figure 5.2.

Figure 5.5: Image interfrontiére associée a la segmentation du couple de la figure
4.16 (99 régions)

1.2 Eliminati [

Cette opération va permettre de faire disparaitre les points doubles de I'image
interfrontiere décrivant une certaine segmentation. Cette image constitue deés lors
un graphe ou les branches représentent les points interfrontieres séparant deux
régions et les noeuds constituent les points interfrontiéres séparant plus de deux
régions. Vu le contenu semantique auquel il se rattache, on appellera ce graphe
graphe de contours.

Eliminer les liens de régions nécessite une modification de la segmentation.
Une question se pose: peut-on tolérer la distorsion de I'image reconstruite
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séparées. Elles sont cependant caractérisées par la méme approximation
polynomiale définie initialement sur toute la région A. Une étude effectuée au
paragraphe suivant montrera que le colt nécessaire a cet adressage reste
négligeable par rapport a celui qui serait entrainé par le codage de l'information
contour d'une image interfrontiére présentant des points doubles.

L'algorithme de modification de la segmentation permettant de faire
disparaitre les liens de régions fonctionne de la maniére suivante: En chaque point
de I'image des numéros représentant la forme de la segmentation, on teste si ses
deux voisins placés sur la méme ligne ou la méme colonne portent un autre
numéro que lui. Si tel n'est pas le cas, on reproduit ce point avec la méme valeur
dans une nouvelle image de numéros. Dans le cas contraire, la valeur du point en
question est modifiée de maniére a prendre systématiquement la valeur du point
placé au-dessus de lui s'il posséde des voisins différents de lui sur la méme
colonne que lui. Respectivement, le nouveau numéro est celui du point placé sur sa
gauche si les différences apparaissent au niveau d'une ligne. On applique alors la
méme procédure a la nouvelle image de numéros. La procédure est ainsi itérée
tant qu'il existe des différences entre deux images de numéros successives. La
figure 5.7 illustre le fonctionnement de cet algorithme.
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Figure 5.7; Application de l'algorithme d'élimination des liens de regions.
a) Segmentation initiale
b) Image des numéros apres une itération
c) Image des numéros aprés deux itérations
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a) Segmentation a 99 régions b) Segmentation a 49 régions.
Figure 5.9: Images interfrontieres décrivant les segmentations du couple modifiées.

rs:

Avant de définir comment coder le graphe de contours correspondant a la
nouvelle image interfrontiere, faisons un léger historique des difiérentes techniques
de codage utilisées pour représenter de tels graphes [63]. Sans parler des
méthodes d'extraction de parameétres qui permettent de caractériser grossiérement
un contour, les techniques basées sur l'analyse des points contours se distinguent
par le fait qu'elles introduisent plus ou moins d'erreur. Vu les exigences imposées
au niveau de la correspondance entre les contours réels de lI'image et ceux de
l'image interfrontiére, on ne saurait admettre de codes introduisant des distorsions
au graphe de contours. Les travaux de Kocher [27] ont montré a cet effet la
sensibilité de I'oeil humain aux erreurs de reconstruction si un contour est décrit par
des courbes géométriques simples adjacentes.

Notre choix a dés lors porté sur des techniques de codage sans distorsion
aucune, ce qui explique le cout élevé associé a l'information contour. Cette
contrainte impose des limitations considérables quant au choix des codes
possibles. En remarquant que I'on se déplace selon une certaine direction le long
d'un contour, il existe a partir d'un certain point contour connu 8 configurations
différentes pour coder la position des points contours voisins non encore connus.
Ces configurations sont illustrées a la figure 5.10.
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Figure 5.10: Symboles apparaissant dans un graphe de contours 4-connexe.
(le carré noir indique le point couramment traité, le carré blanc le point
précédemment traité et le carré marqué d'une croix correspond a la
configuration suivante).

Il est possible de coder n'importe quel chemin constitué d'une succession de
symboles 1, 2 et 3 avec au plus logo(3)=1.58 bits par point contour si les symboles
1, 2 et 3 peuvent étre admis comme équiprobables. Eden et Kocher [64] ont montré
qu'en interdisant I'existence de points doubles le long d'un tel chemin, il ne peut
exister de description ou les symboles 2 et 3 se suivent, ce qui est équivalent a dire
qu'on ne peut effectuer de rotation deux fois de suite dans le méme sens. Cette
contrainte imposée, on peut modifier apres chague mot code transmis la table

d'encodage de maniére a ramener le colt d'un point contour a log,(1+v2)=1.27

bits, toujours dans I'hypothése d'une équiprobabilité d'apparition de chaque
symbole, ce qui s'avére étre vrai pour la plupart des contours d'images naturelles a
cause des différentes orientations possibles de ceux-ci. Des codes similaires
donnent des colts comparables [65]. A premiére vue, on peut des lors décrire un
graphe de contour en indiquant au moyen d'une adresse les points correspondant
aux symboles 4 & 8 et en utilisant le code précédent pour représenter les chemins
constitués par des points contours correspondant aux symboles 1 a 3. En réalité, on
peut imposer d'autres contraintes qui permettent d'éviter la plupart de ses
adresses. |l suffit pour cela de penser au théoreme d’'Euler de la théorie des
graphes. Ce théoreme garantit qu'il est toujours possible de parcourir toutes les
branches d'un graphe sans jamais repasser deux fois par la méme branche si un
nombre pair de branches aboutit a chaque noeud. Ainsi, tout sous-graphe du
graphe de contour constitué par les 1a 3 et 6 peut étre décrit en utilisant le méme
code que précédemment car il n'est pas alors nécessaire de transmettre le symbole
6. Plus généralement, Eden et Kocher [62] ont étudié toutes les contraintes
imposées & un graphe de contours sans points doubles. lis ont montré qu'on
pouvait représenter un tel graphe avec environ 1.36 bits par point contour, sans
devoir adresser les symboles correspondant aux symboles 4 & 7. Il est seulement
obligatoire d'adresser un point pour chaque partie connexe du graphe. En
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modifiant aprés chaque symbole transmis la table d'encodage pour le symbole 1 a
7 a transmettre, on tient compte des densités de probabilités conjointes de ces
symboles.

Nous allons montrer qu'en imposant la contrainte de ne pas avoir de points
doubles dans un graphe de contours, le gain obtenu est beaucoup plus important
par rapport au codt entrainé au niveau des régions devenues disjointes apres
élimination des liens de régions. En effet, au paragraphe précédent, on a
mentionné qu'il devient nécessaire d'indiquer par une adresse quel est le vecteur
de coefficient associé a chaque partie de région. L'image interfrontiére de la figure
5.5 comprend x=8583 points frontieéres, ce qui peut étre codé avec environ
2x=17166 bits (on a dans ce cas des points doubles). Par contre, l'image
interfrontiére correspondant a la figure 5.9a comprend y=7727 points frontieres qui
peuvent étre codés en utilisant 1.36y=10509 bits. Le nombre de parties disjointes
du graphe est passé de 99 a 138. Il suffit donc d'adresser par au plus un mot de 7
bits chaque région pour savoir & quel vecteur de coefficient elle se rapporte. Le
colt supplémentaire associé a l'information texture est donc au plus de 7x138 =
966 bits ce qui reste beaucoup plus faible que le gain que 'on a obtenu au niveau
de l'information contour (6657 bits) par I'élimination des liens de régions.

On a décidé de reprendre le principe du code d'Eden et Kocher si ce n'est
qu'il nous a paru plus facile de calculer la table de correspondance entre symboles
et mots codes binaires en transformant la connexité du graphe de contours. En
effet, les symboles 1 a 3 sont les plus fréquents dans un graphe 4-connexe. La
déependance qui existe entre ces symboles peut étre éliminée en remarquant que
les configurations 1-1-1, 2-3-2 ou 3-2-3 sont remplacées par un seul et méme
symbole dans un graphe 8-connexe (tout droit, cf. figure 5.11). De ce fait, le
récepteur n'a pas besoin de transformer sa table de correspondance en fonction du
symbole qu'il vient de recevoir. Les symboles permettant de suivre un contour sont
présentes a la figure 5.11.
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Figure 5.11: Symboles utilisés pour représenter tout graphe de contours 8-connexe
(le carré noir indique le point couramment traité, le carré blanc le point traité juste
avant et le carré marqué d'une croix correspond a la configuration suivante).
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Ces symboles sont utilisés pour représenter tout graphe de contours 8-
connexe décrivant la forme de la segmentation sans liens de régions. Pour un
graphe de contour donné, chaque symbole est codé selon le code optimal de
Huffman. Il est raisonnable d'admettre que le code ainsi obtenu reste optimal pour
plusieurs images naturelles car la répartition des probabilités d'apparition des
symboles les plus fréquents ne change pas beaucoup d'un graphe de contours a
l'autre. '

En prenant la segmentation de la figure 5.8a correspondant a une partition de
l'image du couple en 99 régions dont on a éliminé les liens de régions, la
statistique des symboles obtenue a partir du graphe de contours 8-connexe est
donné par les probabilités py & py3 suivantes:

py =0.5387 pp =0.1817 p3 =0.1541 pPg=00111

ps =0.0053 P =0.0535 p7 =0.0053 pg =0.0049
po =0.0002 P1o=0.0165 p;;=00144 pP12=0.0112
P13 =0.032

A cette statistique, on peut associer par codage optimal de Huffman la table de
correspondance donnée par l'arbre binaire de la figure 5.12.

012 5.8

11

Figure 5.12: Arbre binaire obtenu par codage optimal de Huffman décrivant le mot
code associé a chaque symbole.

I est intéressant de remarquer que la liste des symboles a transmettre
présente plusieurs fois consécutivement le symbole "1". Si la longueur moyenne
des plages de ce symbole dépasse 2, il est possible qu'il soit plus avantageux de
transmettre au moyen de la table de correspondance précédente seulement le
premier symbole "1" de chaque plage de "1" (en effet, la table de la figure 5.12 reste
optimale car la probabilité d'apparition d'une plage de "1" est donnée par
p1'=0.2762). On utilise ensuite un autre mot binaire pour indiquer la longueur de
cette plage. Les performances que l'on peut obtenir avec le code de plages
peuvent étre grossiérement calculées avec la relation {66]:

b = r/logyr é.nH
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ou r indique la longueur moyenne des plages. En réalité, nous utiliserons le
code optimal de Huffman pour coder la longueur de chaque plage en étudiant la
répartition statistique des longueurs de chaque plage.

Le codage de la segmentation de la figure 5.8a requiert sans utilisation d'un
code par plage de symboles "1" 11952 bits et avec utilisation du code de plage de
"1" 11869 bits, valeurs auxquelles il faudrait ajouter les 9x16=144 bits pour
adresser un point de chaque partie connexe du graphe de contours. Ces valeurs
sont supérieures aux estimations que I'on avait faites en utilisant les 1.36 bits par
point contour du code de Eden et Kocher. Ceci est essentiellement di aux
hypothéses non parfaitement satisfaites dans ce cas d'image de la répartition
statistique de chaque symbole qui ont permis d'arriver a cette estimation.

D'une fagon générale, il faut procéder comme suit pour estimer le colt lié au
codage de l'information contour.

- compter le nombre de parties connexes du graphe de contours et associer
16 bits pour indiquer I'adresse d'un point de la premiére partie et autant de bits que
necessaire (moins de 16 bits) pour indiquer la position relative d'un point des
autres parties du graphe de contours.

- trouver le code optimal de Huffman pour décrire chaque partie au moyen des
symboles 1 a 13. Transmettre 1 bit par partie connexe du graphe pour décrire si
I'on utilise un code de plage des symboles "1" ou pas.

- calculer a partir du code de Huffman ainsi obtenu et de la longueur moyenne
des plages de "1" (si nécessaire), le colt associé a la description de chaque partie
connexe du graphe.

Maintenant que la stratégie de codage a été définie pour décrire linformation
contour, nous abordons I'approche nécessaire au codage de l'information texture,
c'est-a-dire la quantification des coefficients polynomiaux associés a chaque
région.
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5.2 Codage de [linformation texture

Ce probléme a déja été mentionné a la section 3.4 lorsqu'il s'agissait de
proposer une quantification des coefficients associés a chaque carré de l'image
divisée.

Trois étapes vont permettre la caractérisation de l'information texture. La
premiére consiste a montrer qu'en transformant un signal dans un espace de
dimension réduite d, il est possible de quantifier chaque vecteur de cet espace
avec au plus bd bits ou b correspond au nombre de bits avec lequel a été quantifié
le signal de départ. Une image segmentée étant constituée d'une série de régions,
on étudie ensuite comment réduire les configurations possibles de coefficients en
établissant une quantification vectorielle des vecteurs de ces coefficients. Enfin la
troisiéme phase consiste a classer ultérieurement les configurations des vecteurs
de coefficients selon 4 classes. Chacune de ces classes se rapportent a un degré
de polyndme possible. En effectuant une telle classification, la dimension de
l'espace transformé peut étre réduite ce qui diminuera en conséquence le nombre
de bits nécessaires a la caractérisation de chaque vecteur de coefficients.

Les paragraphes qui suivent décrivent chacune de ces étapes pour aboutir a
une méthode de codage.

Considérons un signal numérique g de dimension N qui est transformé dans
un espace de dimension r avec r<N engendré par r fonctions de base ¥
linéairement indépendantes. Le signal transformé u permet de générer une
approximation g du signal g en utilisant les r fonctions de base '¥}. u est calculé

de maniére a minimiser une certaine fonction d'erreur A entre le signal g et son
approximation gA. En l'occurence, nous avons choisi le critére d'erreur quadratique
(voir section 2.3). Cependant quel que soit le critéere, l'approximation gA se définit
toujours par la relation:

gr=2u (5.2)

ou la matrice Z caractérise les Nxr valeurs prises par les r fonctions de base ¥
aux N points pour lesquels le signal g a été défini. Considérons r échantillons du
signal d'approximation défini dans le méme espace que g et définissons un
nouveau signal de dimension r g'=g? défini pour les mémes lieux
d'échantilionage. La relation (5.2) restant toujours valable, on peut trouver sans
autre le vecteur transformé u par interpolation des valeurs de g' avec I'ensemble

de r fonctions de base ‘Pj en inversant la matrice rxr Z' associée. Cette matrice est
simplement obtenue de la précédente en prenant les r lignes correpondant aux

lieux d'échantillonnage choisis pour définir g'. Il est donc possible de retrouver les
N-r valeurs de I'approximation si r de ces valeurs sont connues.

Si dans l'espace du signal g, les échantillons ont été quantifiés avec b bits, il
est raisonnable d'admettre que I'approximation gA sera quantifiée avec le méme
nombre de bits. On peut éviter toute erreur de reconstitution en choisissant r valeurs
du signal approximé gA pour lesquelles I'erreur de quantification est nulle. Si cela
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n'est pas possible, alors il faut étudier I'expression de I'erreur de quantification aux
N-r valeurs du signal approximé reconstitué. Appelons eq le signal erreur de
quantification commis sur les r valeurs du signal approximé gA constituant le signal
g'. Le signal dq' servant au calcul du vecteur transformé u s'exprime par:

9q =9 +eq ®.3)
Le vecteur transformé prend alors pour expression:
u=2z"(g'+ ey 6.4

ce qui entraine une erreur de reconstitution au niveau du signal g* donnée
par :

efq=gh-2Z-I(g' +eg) = (9" -1Z1g) + 1L leq=2Z"Teq (5.5

Bien entendu, l'erreur de quantification restera inchangée aux r points choisis
pour le signal g'. Etant donné une certaine erreur de quantification tolérée, il s'agit
de trouver parmi toutes les configurations possibles de vecteurs g' une de celles
qui permettent de reconstituer gA avec au plus cette erreur en chaque point. Une
fois ce signal g' trouvé, il suffit de coder la position des r parmi N points choisis, et
de quantifier les r valeurs de ce signal selon le nombre de bits correspondant a
l'erreur de quantification tolérée.

Voyons maintenant comment on peut appliquer cette analyse a notre
probiéme de quantification de coefficients polynomiaux. Vu les caractéristiques
basses fréquences des fonctions polynomiales sur des régions de grande taille
ainsi que la forme géométrique des surfaces engendrées par ces polyndomes, il
nous a paru raisonnable d’admettre que I'on pouvait obtenir de bons résuitats en
choisissant les r points de @' suffisamment éloignés. Ainsi, l'erreur de quantification
devrait rester acceptable en choisissant r-1 points uniformément répartis sur la
frontiére de ia région considérée. Le dernier point peut étre défini lui par le point
plus proche du centre de gravité de la région et appartenant a cette région. Le
signal luminance étant quantifié a 8 bits, il faudra 8r bits pour coder les r coefficients
du polynéme d'approximation. |l est probablement possible de trouver une
quantification plus efficace en adoptant la démarche proposée précédemment. Il
suffirait de chercher s'il existe r points de la région pour lesquels on puisse
quantifier les niveaux de gris du signal g' correspondant avec moins de 8 bits, tout
en n'ayant pas a transmettre trop d'information pour décrire la position de ces
points. Vu la part peu importante du codage de linformation texture, nous nous
sommes satisfait du premier résultat.

Analysons maintenant s'il est possible de regrouper les configurations
polynomiales de différentes régions, de maniére a réduire ultérieurement la
redondance. En effet, si l'algorithme de rassemblement a permis d'éliminer bon
nombre de régions de I'image divisée en regroupant toutes les régions adjacentes
qui pouvaient étre décrites par une méme fonction d'approximation, il s'agit
d'étudier s'il existe des régions séparées par une région correspondant a un autre
espace régulier de limage pouvant étre décrites par le méme polynéme
d'approximation. Une maniére d'y parvenir consiste a appliquer le processus de
rassemblement & des régions non nécessairement adjacentes. On a prefére
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comparer les coefficients polynomiaux. Une fagon élégante de le faire consiste a
utiliser la quantification vectorielle.

La quantification vectorielle se différencie de la quantification scalaire par le
fait qu'elle est effectuée simultanément pour toutes les composantes du vecteur de
coefficients plutét que pour chaque coefficient pris séparément. Les performances
élevées de cette technique ont été montrées dans le contexte du codage de la
parole et de la reconnaissance des formes appliquée a la parole [67,68].
Récemment, elle a trouvé des adeptes dans le codage d'images [69,70] et de
sequence d'images [71]. Ainsi qu'il a été montré par Makhoul et ai. [67], la
quantification vectorielle permet de tenir compte de la dépendance linéaire et non
linéaire (au sens statistique), de la densité de probabilité et de la dimension du
vecteur aléatoire a quantifier. Voyons d'une maniére générale la formulation du
probléeme de quantification vectorielle.

Formulation du probléme:

Considérons un ensemble U de vecteurs u = [ug u, ... u,]T de dimension r dont
les composantes constituent des variables aléatoires réelles. La quantification
vectorielle est l'opération qui consiste a transformer ce vecteur u en un autre
vecteur de méme dimension noté v. Le vecteur v est appelé le vecteur de
reconstruction associé au vecteur u. ll fait partie d'un ensemble fini de L vecteurs
Vi=[Vi1 Vi2 ... Vi), noté V = {v;, i=1,....L}. De maniére a obtenir I'ensemble V, on va
decomposer l'espace a r dimensions du vecteur aléatoire u en L régions ou
classes {C;, i=1,...,L} et associer & chaque classe un vecteur v;. La figure 5.13

donne un exemple de décomposition d'un espace bidimensionnel en 14 classes.

AU,

Figure 5.13: Subdivision d'un espace bidimensionnel (r=2) en L=14 classes. Tous
les vecteurs u situés a lintérieur d'une région définissant une classe C; seront
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quantifiés a la valeur v;. La forme des différentes régions peut étre quelconque. Elle
dépend de la mesure de distorsion choisie.

Lorsque le vecteur u est transformé en un vecteur v par quantification, on
commet une erreur de quantification et une mesure de distorsion d(u,v) doit étre
introduite. Nous discuterons quel genre de mesure on peut utiliser dans le contexte
des vecteurs de coefficients polynomiaux qui servent a décrire la luminance de
chaque région. Analysons d'abord comment obtenir pour une mesure de distorsion
choisie 'ensemble V des vecteurs de reconstruction v;.

Algorithm { n

Une méthode permettant d'obtenir l'ensemble V des L vecteurs de
quantification est basée sur l'application de l'algorithme du "K-means" [72]. Cet
algorithme doit viser & une minimisation des mesures de distorsion sur I'ensemble
des vecteurs u a quantifier. Il effectue une coalescence en L classes de I'espace de
M vecteurs u servant a I'apprentissage. Il fonctionne itérativement de la maniére
suivante (m constitue le numéro de litération):

1.- mettre m a 0. Choisir un ensemble adéquat de L vecteurs initiaux vi(0).

2.- Classer I'ensemble des M vecteurs d'apprentissage selon la régle du plus
proche voisin:

ue Cj(m) ssi d(u,vi(m)) < d(u,vi(m)) Vi 5.6

3.- mise & jour des vecteurs de reconstruction (m«—m+1) en calculant pour
chaque classe le vecteur moyenne de tous les vecteurs d'apprentissage u qui ont
été associes a cette classe.

4.- si la différence entre une mesure globale de distorsion & I'étape m et celle
que l'on avait a I'étape m-1 passe au-dessous d'un certain seuil, arréter le
processus sans quoi reprendre l'algorithme au point 2.

On peut prouver que cet algorithme converge vers un minimum local [73]. La
solution en général obtenue n'est pas unique. On peut essayer de trouver un
optimum global en prenant plusieurs valeurs initiales pour les vecteurs de
reconstruction v(0) et en conservant la solution qui aboutit au minimum de
distorsion. Il n'existe pas de méthode générale pour effectuer le point 1 de
l'algorithme surtout si I'on désire subdiviser I'espace du vecteur aléatoire u en un
nombre variable de classes.

Aussi, nous avons choisi un autre algorithme de coalescence inspiré de la
technique adaptative de rassemblement, correspondant a une technique de
classification ascendante hiérarchique. La premiére étape consiste a construire un
graphe dont les noeuds représentent toutes configurations possibles de vecteurs
de coefficients. Ainsi, a partir d'une image segmentée en 99 régions on construit un
graphe formé de 99 noeuds. Les branches du graphe servent a lier chaque noeud
2 4 2 de telle sorte que I'on puisse associer les vecteurs de coefficients de deux
régions quelconques de la segmentation. De ce fait, un graphe constitué de M
noeuds posséde M(M-1)/2 branches. Pour I'exemple précédent, le graphe est
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formé de 4851 branches. Une fois ce graphe réalise, on associe a chacune de ces
branches la mesure de distorsion qui résulterait du regroupement des noeuds
qu'elles joignent. On recherche alors la branche présentant le minimum de
distorsion et on rassemble les deux noeuds qu'elle relie. On calcule alors les
nouvelles distorsions qui existent entre le noeud ainsi créé et le reste des N-2
noeuds du graphe. Le processus de rassemblement est alors itéré jusqu'a atteindre
L noeuds correspondant aux L vecteurs de reconstruction désiré.

Cet algorithme posséde deux avantages par rapport au K-means:
1.- il permet d'atteindre 'optimum global pour la mesure de distorsion choisie.

2.- il donne directement la forme des classes C; et des vecteurs de
reconstruction v; pour toutes sortes de valeurs L.

Néanmoins, pour un large nombre M de vecteurs d'apprentissage, il peut
nécessiter des temps de traitement relativement élevés, sans parler de problémes
de place mémoire nécessaire. En effet, pour construire le graphe initial, il faut
calculer M(M-1)/2 mesures de distorsion. La premiére étape de rassemblement
nécessite de recalculer M-2 mesures de distorsion, la deuxiéeme M-3 et ainsi de
suite jusqu'au M-L-1 rassemblement, si bien qu'il aura fallu calculer au total N
mesures de distorsion données par :

M-2

N =MM-1)/2+2 m
m=M-((M-L-D+1) = L
= MM-1)/2 + (M-1)(M-2)/2 - L(L-1)/2
= (M-1)2- L(L-1)/2 5.7

Pour effectuer les comparaisons des différentes mesures de distorsion, on
peut utiliser la structure d'arbre binaire balancé proposée au chapitre 4. La
génération de l'arbre requiert au départ O(M4log2M) opérations. Cependant, dans
notre application le nombre de configurations de vecteurs de coefficients
polynomiaux reste relativement réduit puisque l'on considére des segmentations
ne dépassant pas les 200 régions, ce qui justifie l'intérét de cet algorithme de
coalescence. Il s'agit maintenant de définir les mesures de distorsion permettant
d'associer différentes configurations de coefficients.

M e distorsions.

Pour étre utile, une mesure de distorsion doit pouvoir étre analysée et
calculée. Elle doit rendre compte d'un point de vue subjectif des distorsions
causées au signal étudié, en I'occurence une image. A partir de deux vecteurs de
coefficient uy et up correspondant respectivement a deux régions quelconques de

la segmentation, on peut ainsi calculer I'approximation polynomiale optimale au
sens des moindres carrés sur l'union des deux régions définie par:

9q=2v (5.8)

ou v est simplement donné par la relation (4.7) ou on a remplacé u par v. gq
est a comparer aux approximations avant regroupement (mesure d'erreur courante)
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ou au signal original a lintérieur de l'union des deux régions. Une mesure de
distorsion qui tient parfaitement compte du signal a approximer peut étre donc
basée sur I'un des criteres EQ, EQC, EQCP ou EQP proposés au chapitre 4.(le
critere EQM est a écarter pour les raisons évoquées dans ce chapitre). Il nous a
cependant semblé que I'on ne fait que genéraliser ainsi la procédure adaptative de
rassemblement & des régions non forcément contigués. En outre, le calcul de ces
mesures de distorsions est relativement colteux (voir section 4.4).

On a ainsi préféré baser la comparaison uniquement sur la valeur des
vecteurs de coefficients. En effet, ils se rapportent a des régions de taille
relativement importante si bien qu'ils constituent un bon modeéle du signal
luminance de ces régions si la qualité de la segmentation peut étre jugée
satisfaisante. Les coefficients d'approximation permettent de caractériser chaque
région quant a sa luminance indépendamment du nombre de points de cette
région.

A premiéere vue, on peut utiliser une mesure de distorsion de type erreur
quadratique entre vecteurs de coefficients donnée par la relation:

du.v) = (u-v)I(u-v) (5.9)

Comme cette mesure sert a estimer la distorsion qui résulterait du
regroupement de deux régions quelconques de la segmentation (voir algorithme
de coalescence), on a décidé de comparer les coefficients uy et u, respectifs par
rapport a leur centre de gravité. Si I'on décide d'associer deux vecteurs uy et us, le
vecteur résultant uy, est exprimeé par la moyenne de ces vecteurs pour poursuivre
l'algorithme de coalescence. Si un nouveau vecteur ugest associé a uqs, le
vecteur resultant s'obtient par moyennage des 3 vecteurs uy, Us et ug, de maniere
a tenir compte du nombre de régions qui forment la classe correspondante. Une
fois l'algorithme de coalescence termine, toutes les régions dont les vecteurs de
coefficients font partie d'une certaine classe C; sont décrites par un vecteur de
reconstruction v qui correspond a la solution optimale au sens des moindres carreés
du polynéme sur I'ensemble de ces régions. On garantit ainsi la correspondance

optimale entre le signal luminance de ces régions et les coefficients du polynéme
servant a les décrire.

La figure 5.14a illustre l'image du couple reconstituée pour la segmentation
formée de 99 régions de la figure 5.6 dont on a réduit le nombre de vecteurs de
coefficients a 80 selon la procédure que I'on vient de décrire. Il n'apparait pas de
distorsions importantes. Il ne faut cependant pas poursuivre le processus de
coalescence outre mesure car la quantification vectorielle ne fonctionne
correctement que pour des régions a variation trés lente. L'association de régions
éloignées peut détruire la variation de luminance apparaissant dans ces reégions.
Les distorsions qui apparaissent sont alors considérables ainsi qu'on peut le voir a
la figure 5.14b ou I'on n'a plus que 50 vecteurs de reconstruction. Les résultats sont
nettement inférieurs a la segmentation formée de 49 régions que I'on obtient a la fin
de l'algorithme adaptatif de division et rassemblement (voir figure 4.17a). En effet,
lors du processus de quantification vectorielle, on ne tient absolument pas compte
du voisinage des régions.
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qui peuvent étre caractérisées par un méme polynéme d'approximation, c'est-a-
dire une méme surface de reconstruction. Vu le faible nombre de régions aprés
application de Il'algorithme de segmentation adaptative, il faut prendre soin de
n'associer qu'un faible nombre de vecteurs de coefficients.

2.- classer les différentes surfaces de reconstruction selon le genre de
variation qui les caractérisent (paragraphe 5.2.3).

3.- transmettre le degré du polyndme caractérisant chacune des L surfaces de
reconstruction. Les quatre symboles caractérisant les quatre degrés de polynémes
sont codés selon Huffman.

4.- transmettre autant de pixels par surface de reconstruction que de nombre
de coefficients polynomiaux qui la caractérise. Ces pixels sont quantifiés a 8 bits. lls
sont choisis de fagon systématique une fois le domaine associé a la surface de
reconstruction connu (voir paragraphe 5.2.1). Les coefficients du polyndme sont
obtenus par interpolation de ces pixels.

5.- Définir les domaines associés a chaque surface de reconstruction. Le
codage des contours permet de définir l1a forme des différentes régions. Il faut
encore adresser toutes les régions caractérisées par une méme surface de
reconstruction a l'un des L lots possibles de coefficients. En effet, a cause de
I'élimination des liens de régions et du regroupement des vecteurs de coefficients,
une surface de reconstruction peut étre associée a un ensemble de régions
disjointes. Vu les valeurs en général comparable du nombre de parties disjointes et
du nombre de surfaces de reconstruction (rapport de 1 a 2), il est inutile de trouver
le code de Huffman a partir de la statistique du nombre de régions associées a une
certaine surface de reconstruction. Supposons de devoir représenter M régions
disjointes et que a représente la plus petite puissance de 2 supérieure a L. On peut
lier chaque région a un vecteur de coefficient par log,a bits. On peut également lier
chaque surface de reconstruction a une région de limage avec un mot de logsb

bits si b représente la plus petite puissance de 2 supérieure a M. Comme il faut
créer M liens avec ML, la liaison entre la partition de I'image et les surfaces de
reconstruction est donc réalisée avec au plus Mxlogsa bits.

Dans I'exemple de la figure 5.16a, il faut 3880 bits pour coder les 80 surfaces
de reconstruction. |l en faut 3061 pour les 80 surfaces de reconstruction de la tigure
5.16b. Pour adresser les 138 parties disjointes de la partition avec I'une de ces 80
surfaces, on aura besoin de 138x7=966 bits supplémentaires.

Aprés avoir défini la stratégie de codage de l'information segmentée, nous
allons proposer des méthodes permettant d'éliminer des artéfacts de l'image
reconstruite.
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5.3 Elimination des faux contours :

Les faux contours de l'image reconstruite peuvent apparaitre aux frontieres
des régions qui n'épousent pas des contours réels de I'image originale. En effet, si
le signal présente un gradient important perpendiculairement a la direction de cette
frontiére, on a créé un faux contour qui n‘existait pas dans 'image de départ. Ce
phénoméne est relativement fréquent a cause de la propriété qu'ont les
approximations polynomiales de s'éloigner du signal original sur le bord du
domaine ou elles sont estimées. Si ce phénoméne ne présente aucun
désavantage pour les frontiéres des régions correspondant a des contours réeis de
limage, il en est tout & fait autrement pour les autres frontiéres.

Pour s'en rendre compte, il suffit d'observer les partitions obtenues par
lalgorithme de division sans utilisation d'une image de contréle des contours (voir
figures 3.14 et 3.16). Ce méme type d'artéfact est bien visible a la fin de l'algorithme
de division et rassemblement. Il suffit d'observer le front de la femme dans I'image
du couple de la figure 5.16.

Pour faire disparaitre les faux contours, il faut appliquer localement aux
frontieéres définissant ces faux contours un filtre ayant une caractéristique de type
passe-tout dans la direction paralléle a la frontiére et passe-bas dans la direction
orthogonale de maniére a couper la transition artificielle de luminance.

Une autre possibilité qui a été retenue ici consiste a appliquer un algorithme
de lissage localement au faux contour. Les caractéristiques de lissage peuvent étre
formulées d'une fagon analogue au probleme d'optimisation sous-contrainte
proposé par Carlsson [74]. A partir d'une estimation locale F(gy,gy.9xy.---) de la

luminance du signal en fonction des coordonnées de I'image g dont la dérivée
selon x est notée gy, celle selon y gy, la dérivée seconde selon x puis y gyy ..,

limage rehaussée g,(x,y) est obtenue en minimisant la variation globale:

min j J F(9x.Qy.Oxy.---) dx dy 6.12)
g

en satisfaisant les conditions aux limites imposées aux bords de la région a
lisser. Si I'on utilise comme mesure de variation, le carré du module du gradient, ce
probléme d'optimisation est équivalent a résoudre I'équation de Laplace:

V2g,=0 (5.13)
Cette équation peut étre résolue itérativement par relaxation [75] :
I D&D = gOWD + (w/d) V2g, DD 5.14)
ou I'estimation du Laplacien de g, a la position (k,I) est donnée par:

Vv2g, Ok = gi#Dk-1.0 + gDk )-1) + gOk+1.1) + gDk, 1+1)
- 490K, (6.15)
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Il est important de remarquer que ['application de l'algorithme de lissage au
niveau de l'image regue nécessite en général la transmission des portions de
frontieres correspondant a de faux contours. Pour cela, il suffit dindiquer lors de la
transmission de la chaine des points constituant le graphe de contours, ceux qui
correspondent a des débuts et a des fins de faux contours dépassant une certaine
longueur (il est inutile de coder des portions trop courtes). Il est en général moins
colteux de transmettre les portions de frontiéres correspondant a de faux contours
que celles correspondant a des contours réels, car la plupart des frontiéres de
régions constituent des contours réels. Ainsi, en admettant que l'on transmette au
plus 16000 points de contour pour coder le graphe de contours, il faut au plus 14
bits par point constituant une extrémités de contour. En realité, en transmettant la
différence d'adresse entre ces points, on peut ramener ce colt a 12 bits par point.
Une autre possibilité eut été de définir un nouveau symbole au niveau du codeur
de graphe de contour pour indiquer ces points d'extrémités de faux contours. |l
existe 79 points de ce genre reliant des faux contours d'une longueur supérieure a
20 points dans l'image de la figure 5.17. Aussi, faut-il environ 948 bits pour
transmettre au récepteur les faux contours a éliminer par lissage.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le probléme de la représentation de
I'information contour et de l'information texture découlant de la segmentation
adaptative par division et rassemblement. Deux méthodes séparées ont été
développées pour coder chaque type d'information. On a étudié ensuite comment il
était possible de rehausser la qualité des images reconstruites aprés codage par
I'application d'un algorithme de lissage local. Cet algorithme sert a éliminer les faux
contours pouvant apparaitre a la frontiére de certaines régions. A partir d'une zone
a lisser, on cherche a minimiser les variations du gradient de I'image rehaussée en
résolvant une équation de Laplace selon une méthode de relaxation. Les valeurs
sur les bords de la zone a lisser définissent les conditions aux limites que doit
satisfaire I'équation de Laplace.

En ce qui concerne le codage, on a décrit comment les frontiéres de régions
pouvaient étre parfaitement reconstruites a partir du codage de l'image
interfrontiére liée a une segmentation sans liens de régions. Le code utilisé permet
d'éviter toute distorsion dans la reconstruction de cette image interfrontiére. On a
montré qu'il faut environ 1.5 bit par point frontiére. Le codage de l'information
texture se fait en trois étapes: quantification vectorielle des vecteurs de coefficients
polynomiaux en L classes; classification des L vecteurs de reconstruction par degré
du polynéme selon la variation du domaine de l'image auquel chaque vecteur se
rapporte; enfin, codage des coefficients des polynédmes en utilisant au plus 8 bits
par coefficient.

Vu le nombre élevé de points contours, on a vu sur un exemple que
linformation contour représente au moins deux tiers de l'information totale a coder.
Cette remarque va étre confirmée par le chapitre qui suit ou sont présentés les
résultats de la méthode.
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6. Résultats en codage d'images

Ce chapitre présente les résultats de la méthode de segmentation adaptative
pour le codage d'images. La méthode a été appliquée aux trois images originales
présentées au chapitre 2: image du batiment (figure 2.2), image du caméraman
(figure 2.3) et image du couple (figure 2.4). On discute l'effet des différents
parameétres importants permettant de modifier la forme de la segmentation finale et
de l'image reconstruite correspondante, notamment le degré du polyndme
d'approximation et le nombre de régions formant la segmentation. Les autres
paramétres prennent sauf indication contraire les valeurs par défaut indiquées aux
chapitres 3 a 5. Si cela n'a été fait, leurs valeurs seront précisées au cours de la
présentation.

Ce chapitre comprend quatre sections. Dans la premiére, on présente tous les
parametres intervenant dans l'image reconstruite. Le calcul du facteur de
compression y est également expliqué. Dans la seconde, les résultats de codage
des trois images sont présentés et discutés pour plusieurs degrés du polynéme
d'approximation et du nombre de régions de la segmentation. La troisieme section
discute de l'effet du prétraitement de Iimage originale. Enfin, la derniére section
propose des améliorations de la méthode en jouant au niveau de la méthode de
segmentation et de la composante aléatoire du signal reconstruit. Dans le premier
cas, on propose de commencer la segmentation par des polynémes de degré 0
puis de passer a des polynémes de degré plus élevé pour arriver a la segmentation
finale. Dans le second, on explique comment estimer une composante aléatoire
relativement a chaque région.

6.1 Paramétres d'sxpérimentation et calcul de compression

Définir une procédure géenérale d'expérimentation pour toutes les valeurs
possibles des paramétres de l'algorithme de codage est pratiquement impossible a
cause de son explosion combinatoire. Ceci est d'autant plus vrai que l'effet de
certains paramétres peut étre différent d'une image a l'autre. Certains de ces
parametres sont heureusement assez indépendants les uns des autres pour que
I'on n'ait pas besoin de juger de leur effet conjugué pour fixer leur valeur. Ainsi, la
taille d'un faux contour a éliminer ne dépend pas vraiment de l'ordre du polynéme
d'approximation a partir du moment ou la frontiere correspondante a été admise
comme définissant un faux contour. La présence d'un faux contour est par contre
indirectement dépendante du degré du polyndme car celui-ci aura une influence
sur la forme de la segmentation et donc l'apparition du faux contour en question.
Les paragraphes qui suivent illustrent comment les valeurs des différents
parameétres d'expérimentation ont été choisies et sur quelle base le facteur de
compression est estimé.

5.1.1 Deqré d nme:

Les trois images traitées seront présentées pour les 4 valeurs des degrés des
polynémes d'approximation (0, 1, 2 et 3). On verra que ce paramétre peut avoir des
effets différents d'une image a l'autre. Le degré du polynéme sera noté a. A

premiére vue, il semblerait qu'on puisse obtenir des résultats de qualite
comparable pour des polynémes de degré 2 et 3 pour un méme nombre de
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Le colt associé a linformation contour C; dépend du nombre de points du
graphe de contours 8-connexe et de la statistique des symboles 1 a 13 de la figure
5.11 associée a ce graphe. |l faudra tenir compte du nombre de parties connexes
du graphe noté p. Le cout C. est obtenu a partir du code de Huffman associé a la
statistique des symboles 1 a 13 en remplagant le symbole 1 par le symbole
O=plage de 1 si la longueur moyenne de cette plage s'avére étre supérieure a 2
(voir paragraphe 5.1.3). Pour représenter chacune des p parties connexes du
graphe de contours, il faut adresser un de ses points caractérisé par deux
coordonnées de 8 bits. Si I'on décide de coder les positions de ces points
relativement les uns par rapport aux autres, on peut admettre que 14 bits suffisent.
On peut donc écrire:

Ce = 14p + min(Huff(1.2....,13) Huff(0,2.3....,13) + Huffp) 6.2)

ou Huff(x,y,...) définit le colt calculé selon Huffman de la suite des symboles
X,y,... dont on a estimé la distribution statistique et Huff, correspond au co(t calcule

selon Huffman a partir de la statistique des longueurs de plage de 1.

Le cout moyen b, associé a un point de l'image interfrontiere 4-connexe
s'obtient en divisant C. par le nombre de points frontieres correspondant n.. Sa
valeur moyenne devrait se situer aux environs de 1.5 bit par point.

Pour ce qui est du cout associé a linformation texture, trois termes
interviennent dans son évaluation. A partir du seuil T, on connait le nombre de
surfaces de reconstruction Ng, N4, N» et N3 de chaque degré de polynéme. Pour L
surfaces de reconstruction, on estime alors le colt selon Huffman nécessaire a
établir le degré du polynéme qui les caractérise. | faut ensuite coder les coefficients
liés & chacun de ces polynémes. Le dernier terme correspond aux adresses qu'il
faut utiliser pour associer aux M domaines disjoints de I'image segmentée une des
L surfaces de reconstruction. Le codt associé a l'information texture est donc donné
par:

3
Ci= Huff(NgNj.NoNy) + 2 4Gi+1)+2)N; + Miogol 6.3)
i=0

Si le nombre de surfaces de reconstruction est identique au nombre de
domaines disjoints de la segmentation (L=M), on peut supprimer le dernier terme
de I'expression (6.3).

Le co(t associé a la transmission des faux contours a rehausser est donné par
(voir section 5.3):

Cr=12ng 6.4)

ou ng correspond au nombre de points constituant des extrémités de faux
contours a transmettre.

A partir des relations (6.1) a (6.4), on trouve l'expression du facteur de
compression. En effet, on peut écrire:
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sera d'autant plus visible dans les images qui vont suivre notamment limage de la
figure 6.35a ou le passage du degré du polynéme de 2 a 3 permet de préserver
une bonne partie de la partie supérieure droite de limage du batiment segmentée
en 24 régions. Une autre remarque que l'on peut faire a la vue des résultats de ce
paragraphe est que presque toutes les surfaces de reconstruction obtenues
correspondent a des polynémes de degré 2 indépendamment du type d'image
traitée pour une méme valeur du seuil T (52). En effet, dans tous les cas on peut
observer que N, est sensiblement égal a L.
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6.3 Effet du prétraitement de [image originale :

Dans cette section, on va étudier 'effet de f'utilisation d'une image de contréle
simplifiée obtenue aprés prétraitement de l'image originale par un opérateur de
régularisation. Pour illustrer les résultats de la méthode, on a choisi de prendre
limage du couple et comme opérateur de régularisation le filtre de Nagao.

La premiére étape consiste a trouver les images de contréle simplifiées. On
applique ainsi I'opérateur de Nagao a l'image originale du couple. Le résultat de
cette opération est présenté aprés une itération a la figure 2.12c. Le filtre passe-
haut de réponse fréquentielle (2.1) est ensuite appliqué a cette image. La
procédure de détection des passages par zéro et de poursuite des contours définie
a la section 2.2 permet d'obtenir I'image de contréle des contours de la figure 2.22.
En analysant le signe de l'image filtrée on obtient l'image des structures positives et
négatives. Ces deux images vont étre utilisées pour piloter la segmentation.

L'algorithme adaptatif de division et rassemblement est alors appliqué avec
des polynémes de degré 3 a limage du couple originale avec les paramétres
prenant leur valeur par défaut. Les images reconstruites correspondantes sont
présentés aux figures 6.44 a 6.46 pour des segmentations formées de 99, 49 et 24
régions. On a rajouté la composante aléatoire globale aux surfaces polynomiales.
Les facteurs de compression respectifs sontde 30a 1,46 a1et64 a 1.
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8.4 Amdliorations

Cette section aborde le probleme de I'amélioration de la méthode en fonction
des résultats obtenus a la section 6.2. Le premier paragraphe propose de modifier
le degré du polynéme au cours du processus adaptatif de segmentation. Le second
montre comment estimer de maniére locale a chaque région la composante
aléatoire a rajouter aux signaux luminances approximés par des fonctions
polynomiales.

Des discussions de la section 6.2, il ressort que:

- la segmentation adaptative effectuée avec des polynébmes de degré 0
(constantes), garantit la meilleure précision des frontieres de régions avec les
contours réels de l'image traitée.

- plus on augmente le degré du polynéme, plus on peut suivre des surfaces a
variation complexe. On peut dés lors représenter par une seule région des zones
homogénes qui devraient étre séparées en plusieurs parties si l'on utilise des
polynémes de degré inférieur. En arrétant ainsi le processus de rassemblement a
un nombre de régions donné, une segmentation effectuée avec des polynémes de
degré élevé garantit de préserver le plus d'objets de la scene originale.

Pour pouvoir conjuguer avantageusement les deux points cités, il faut
combiner les degrés des polyndmes d'approximation au cours du rassemblement.
L'imprécision dans la description des contours réels résulte du probléme da a la
singularité de l'approximation au sens des moindres carrés pour des polynémes de
degré élevé, probléme déja mentionné au paragraphe 4.5.1.2. Vu les résuitats
expérimentaux, on peut pallier a cet inconvénient en commengant le processus de
segmentation avec constantes. Pour décrire des surfaces a variation complexe
avant que I'on ne commence a perdre des détails importants de l'image, il suffit
d'augmenter le degré du polynéme a partir du niveau de rassemblement ou il
n'existe plus de singularité pour décrire le signal luminance de toutes les régions
formant la partition de la scéne a ce niveau. Le degré du polynédme peut ainsi
croitre progressivement de 0 a 3.

Pour pouvoir éviter toute singularité, il faut que chaque région de I'image soit
formée d'un nombre suffisant de points. Pour cela, il faut éviter de voir apparaitre
des points isolés au cours du processus de rassemblement. Le critére de
dissimilarité entre noeuds du GCR doit donc étre EQ (erreur quadratique) ou EQC
(erreur quadratique). A partir du moment ou I'on atteint des polynédmes de degré 3,
on peut utiliser pendant quelques étapes de rassemblement le critére d'erreur
quadratique courante pondérée (EQCP) pour obtenir des régions de grande taille.
On reviendra ensuite au critere de dissimilarité EQ ou EQC.

Pour montrer les performances de la nouvelle méthode de segmentation
adaptative avec variation du degré du polynéme, nous avons décidé d'implanter
une version légérement modifiée de celui-ci pour des raisons de simplicité. On
procede comme suit:
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1.- division de l'image avec des polynémes de degré O selon I'algorithme de
division décrit au chapitre 3.

2.- rassemblement adaptatif des régions avec des polyndmes de degré 0 en
utilisant le critere EQC, jusqu'a ce qu'il existe une solution pour faire passer des
polynédmes de degré 3 par toutes les régions.

3.- rassemblement adaptatif des régions avec des polynémes de degré 3 en
utilisant le critere EQCP pendant quelques étapes de rassemblement.

4.- rassemblement adaptatif des régions avec des polynémes de degré 3 en
utilisant le critere EQC jusqu'a atteindre le nombre de régions désiré.

L'avantage de cette méthode apparait également dans le fait qu'il n'est plus
nécessaire d'utiliser une image de contrble des structures positives et négatives et
de devoir séparer les traitements liés aux carrés qui contiennent de ceux qui ne
contiennent pas des contours. Seule une image de contrle des contours doit étre
utilisée lors du processus de division.

Les figures 6.47 a 6.52 présentent les résultats avec modification du degré du
polynéme pour les trois images originales utilisées pour deux valeurs différentes du
nombre de régions. On note A, le seuil en nombre de régions permettant de passer

d'une approximation polynomiale de degré 0 a une approximation polynomiale de
degré 3 et A, le seuil en nombre de régions pour lequel on passe du critere EQCP
(phase 3) au critéere EQ (phase 4).

Les figures 6.47 et 6.48 présentent les images reconstruites et les
segmentations associées pour l'image du batiment formée de 49 et 24 régions
respectivement. Les facteurs de compression correpondants sont de 51 a 1 et 68 a
1.
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4 imati | nte alé

Pour rendre I'aspect des images reconstruites plus naturel, on peut ajouter
une composante aléatoire. En effet, si I'on a réduit tant que possible le nombre de
régions de la segmentation, on n'a plus que des régions de grande taille ou
I'approximation polynomiale traduit I'évolution globale du signal de luminance. I
manque l'aspect de granularité locale que peuvent présenter certaines régions. La
premiére idée que I'on peut utiliser pour représenter cette composante aléatoire est
I'utilisation d'un bruit blanc gaussien. Si I'on veut limiter la fréquence maximum des
variations que I'on veut reproduire, ce bruit peut étre filtré passe-bas.

En admettant que les frontiéres des régions épousent les contours réels de
limage, on peut estimer la valeur des parametres caractérisant le bruit blanc filtré
passe-bas (sa moyenne, sa variance et la fréquence maximale des variations) a
partir de la différence entre I'image originale et I'image reconstruite par des
fonctions polynomiales.

Cette estimation peut étre faite de fagon globale sur toute l'image ou pour
chaque région prise séparément. On aura dans le second cas une composante
aléatoire différente pour chaque région au prix d'une augmentation de l'information
a coder.

Les paramétres de bruit peuvent étre obtenus a partir des estimateurs de
moyenne m* et de variance (o2):

mA=(/N) 2 ekl 6.6)
k.heD
(6N = (1/(N-1)) 2 (ek.) - mA)2 %.7)
(k.DeD

ou D représente le domaine sur lequel on effectue l'estimation, e(k,l)
correspond au signal différence au point (k,l) et N est le cardinal du domaine D. D
correspond a toute l'image si I'on désire rajouter une composante aléatoire unique
pour toute l'image. Il correspond a une region de l'image si la composante est
ajoutée localement. En supposant les échantillons du signal différence
indépendants, le biais et la variance de ces estimateurs décroit de maniére
inversement proportionnelle au nombre des échantillons. La variance de
l'estimateur de moyenne est une fonction de la variance du signal de différence. La
variance de l'estimateur de variance est une fonction de la variance du carré du
signal de différence. Comme on peut faire difficilement des hypothéses concernant
ce dernier, on ne peut que diminuer la qualité de I'estimation de maniére relative.
Nous admettrons donc de ne pouvoir obtenir une estimation satisfaisante que
lorsque N dépasse 1000. Ainsi, si I'on décide d'estimer les parameétres du bruit
localement a chaque région, on ne pourra considérer que les régions contenant
plus de 1000 poitns.

Les valeurs estimées des paramétres de moyenne et d'écart-type du bruit sont
majorées par rapport a la réalité par le fait que le signal de différence inclut toutes
les parties d'objet qui ont disparu au cours de la segmentation. La figure 6.53
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A notre avis, les images 6.55b et 6.56b légerement filtrées passse-bas sont de
meilleure qualité. Les images des figures 6.55a et 6.56a sont de qualité
satisfaisante si on les observe a une certaine distance pour intégrer I'effet de
granularité limité au domaine de définition d'un pixel.



7. Conclusion générale

7.1 Principe de la segmentation adaptative :

Les résultats de notre travail ont confirmé le potentiel considérable d'un
modéle contour-texture pour les images. La représentation segmentée s'inscrit
parfaitement dans le cadre de ce modeéle. Une segmentation partage une image en
un ensemble de fégions dont les frontiéres correspondent aux contours. Le signal
luminance a l'intérieur de chaque région définit sa texture (dans le cadre du
modele utilisé).

Idéalement, une segmentation ne doit présenter que des régions
correspondant a des objets réels de la scéne. Si I'on veut aboutir & une
représentation simplifiée de la scene sans pour autant perdre son contenu
sémantique, les propriétés du systéme visuel humain ont montré qu'il fallait
attacher plus d'importance a la représentation des contours. En faisant I'hypothése
que les images naturelles traitées ne sont constituées que par un ensemble de
zones homogeénes a variation lente, une approximation polynomiale a peu de
coefficients est toute adaptée a représenter les surfaces de luminance
correspondantes. La méthode de segmentation proposée doit permettre de
conjuguer les paramétres de I'approximation polynomiale & la forme des régions.
Pour ce faire, l'algorithme de segmentation se décompose en deux étapes
adaptatives:

- dans un premier temps, l'image est subdivisée en un ensemble de carrés
dont la taille est fixée par une correspondance optimale entre le signal approximé
par des polynémes a l'intérieur de chaque carré et l'original. Cette premiére phase
de la segmentation constitue l'opération de division.

- dans un deuxiéme temps, on construit a partir de l'image dérivée un graphe
de contiguité de régions (GCR) dont les noeuds constituent des régions et les
branches lient des régions voisines. Une mesure de dissimilarité est alors associée
a chaque branche. Les deux noeuds du GCR liés par la branche présentant le
minimum de dissimilarité sont itérativement rassemblés jusqu'a atteindre un
nombre de régions donné. Cette deuxiéme phase de la segmentation constitue
l'opération de rassemblement . Pour un GCR initial et une mesure de dissimilarité
basée sur les représentations polynomiales de chaque région, on obtient une
adaptation optimale des coefficients des polynémes a la forme de chaque région.

7.2 Résultats obtenus dans le contexte du codage d'images :

L'opération de codage consiste & décrire indépendamment chaque région de
I'image par sa frontiére (information contour) et par I'approximation du signal
luminance qui la caractérise (information texture). L'information contour est décrite
sans erreur au moyen d'un code de chaine aprés avoir légérement modifié la
segmentation de maniére a imposer des contraintes a la succession des symboles
pouvant exister. On peut ainsi ramener le codt moyen par point contour a 1,5 bit.
L'information de texture est caractérisée par des surfaces de reconstruction
polynomiales classées par degré de polyndme. On montre comment ramener le
colt associé a chaque coefficient de polyndmes a 8 bits en transposant leur
codage dans le domaine de l'image approximée.
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En jouant sur le nombre de régions dont est formée la segmentation on agit
directement sur le facteur de compression. La gamme dynamique des
compressions va de 25 a 1 a 130 a 1 selon la qualité désiree. Les plus hautes
compressions vont de 60 a 1 a 130 a 1 selon le type d'images traitées. En
réduisant le nombre de régions, on fait disparaitre progressivement des objets ou
parties d'objets de l'image segmentées. A partir d'un certain niveau, la distorsion
de qualité devient inacceptable ce qui limite les performances en reduction de
redondance. Les meilleures résultats ont été obtenus en faisant croitre le degré de
polynéme (voir paragraphe 6.4.1) au cours du processus de segmentation et en
ajoutant une composante aléatoire aux images reconstruites (voir paragraphe
6.4.2) pour leur donner un aspect naturel.

De tous les résultats présentés, il ressort que l'information contour représente
au moins les deux tiers (dans certains cas, les neuf dixiemes) de toute l'information
codée. L'augmentation des performances en haute compression ne pourra étre
obtenue que par une modélisation adéquate de l'information contour, vu qu'on ne
peut continuer a réduire le nombre de régions de l'image.

7.3 Problédmes ouverts ot amdéliorations

Les résultats de la méthode de segmentation adaptative ont été présentés
dans le contexte du codage d'images. Les partitions obtenues peuvent par ailleurs
servir a interpréter le contenu de la scéne. En effet, la segmentation a permis de
passer d'une représentation numérique d'une image a une représentation
symbolique en termes de régions. Les caractéristiques de ces régions aussi bien
en termes de forme, de voisins qu'elles possédent et du signal luminance qu'elles
renferment peuvent étre manipulées, comparées... de maniére a décrire le contenu
de l'image. |l faudra dans un premier temps voir comment il est possible d'élaborer
un modele de connaissances a partir de cette représentation segmentée. Ce qui
rend notre technique de segmentation particuliérement attrayante dans ce contexte
est le nombre réduit de régions auxquelles on peut ramener la scéne de départ.

Le principe de segmentation adaptative peut trouver des applications dans le
contexte de la segmentation des textures sans apprentissage. Les textures doivent
étre prises ici au sens large en tant que zones homogenes de l'image
caractérisées par des parametres statistiques ou déterministes quelconque. Pour
appliquer la méthode, il suffit de modifier le modéle d'approximation. Au lieu
d'utiliser des fonctions polynomiales, on pourra mesurer différents attributs
(moments statistiques, forme d'une régle de placement, forme de primitives).

En ce qui concerne I'amélioration de la méthode de segmentation, on peut
essayer d'implanter l'algorithme de la section 6.4.1. sous sa forme la plus générale,
c'est-a-dire en caractérisant tout au long du processus de segmentation chaque
région par un polynéme de degré 0 a 3 pour autant que celui-Ci existe d’'une fagon
univoque (pas de singularité de la matrice S).

En ce qui concerne le codage de l'information contour, il serait intéressant de
tolérer des distorsions pour les parties frontiéres de régions qui ne correspondent
pas a des contours réels. Cette méthode ne présente d'intérét que pour des
segmentations formées d'un nombre éleve de régions car ce sont les seules
présentant des régions ou il peut exister plusieurs frontiéres correspondant a des
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faux contours. On garantit d'augmenter la compression des images reconstruites
correspondantes en simplifiant leur description. Le co(t nécessaire a marquer les
portions de faux contours est faible (environ 500 bits) ainsi qu'on a pu le remarquer
lors de l'algorithme de lissage des faux contours (section 5.3).

En ce qui concerne le codage de linformation texture, il faudrait étudier les
résultats de la quantification vectorielle en adoptant comme mesure de distance
l'erreur quadratique courante au niveau du signal reconstruit. On tient ainsi compte
de toutes les valeurs du signal approximé et non seulement des valeurs des
coefficients d'approximation.

Enfin, un dernier effort pourra étre porté & une meilleure modélisation de la
composante aléatoire basée sur les caractéristiques stochastiques de l'image de
différence entre limage approximée par un ensemble de polynémes et I'original.
En effet, le modele de bruit blanc gaussien filtré passe-bas est fort simple.

En conclusion, les problemes ouverts restent nombreux. Les résultats obtenus
montrent l'intérét de poursuivre la recherche en adoptant un modéle contour-
texture pour représenter les images.
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Ae)=elA e (al)
Chercher le minimum de A revient a chercher le zéro de la dérivée 0A/du.
dA/ou = dA/de.de/du

= (- 0A/agA).(- 9g”/du)

= (3((g-g™MTA (g-g*))/ogh).(og"/ou)

=(0(g'A g -2 g'A g* + gATA g*)/og™).(ag* /ou) (a2)
en utilisant le fait que g'A g*=g*TA g.
Comme o(g*TA g*)/og” = 2 g*TA, (a2) se simplifie
9A/ou = -2 (g'A - g~rTA ).(ag”/ou) (ad)
L'annulation de la dérivée exprimée par (a3) revient a résoudre le systéme :
(g~TA ).(3g”/ou) = (gTA ).(3g*/ou) (ad)
En prenant la transposée des deux membres, on trouve :
(0g”/ouwTA g/ = (ag*/ou)TA ¢ (ab)
ce qui revient finalement a trouver la solution de :

(9g*/ou)TA e =0 (ab)




Considérons un ensemble de r fonctions de base ¥j. Les r fonctions de base
orthogonales ¥ que I'on peut definir sur un domaine D contenant plus de r points
s'obtiennent par combinaison linéaire des fonctions ‘¥ :

r
¥ixy) = X cp¥xy) (b1)
j=1
La matrice rxr correspondant aux élements c;; est notée C. La procédure
d'orthogonalisation est décrite dans [53]. Si 'espace des fonctions de base ¥’ est

normé, c'est-a-dire que Xy e 0)¥2k.D=1, la matrice C satisfait la relation:
CiC =1, (b2)

ou |, définit la matrice identité de rang r. En utilisant les notations du chapitre 2,
on vérifie aisément que la solution optimale au sens des moindres carrés au moyen
de 'ensemble des fonctions ¥}’ est donnée par:

gr=2'u=2Q2T2Yy127g (b3)

En appliquant la relation (b1) & chaque élément de la matrice Z', on a la
relation:

Z2'=2CT (b4)
Si on remplace Z' par cette espression dans (b3), on trouve:

gh= ZCT@ZCHzChH-1 (ch)Tg
= ZCT(C@2)CTy1CZTg = 2(CT(CTHY N(@ZT2) 1(C-1C)ZTg
=222y '7'g = g* (bS)

ou l'on a utilisé successivement le fait que pour deux matrices quelconques
(AB)T=BTAT et que pour deux matrices carrés non singuliéres (AB)-1=B-1A-1.

La relation (b5) permet de mettre en évidence que I'approximation au sens
des moindres carrés reste inchangée aprés changement de base par
transformation linéaire. En particulier, ceci se vérifie pour des ensembles de
fonctions qui ont été rendues orthogonales pour le domaine a approximer.



Considérons un domaine d'approximation rectangulaire contenant
respectivement K lignes et L colonnes avec K et L paires. L'existence d'une
solution polynomiale au sens des moindres carrés est garantie par la non
singularité de la matrice S.

Comme on utilise des fonctions de base exprimées par la relation (2.17), le
terme général de cette matrice s'exprime par:

K L

sji= X X KPI%) . PU)
k=1 =]
K L K L

= X X kPP (a+a)y = T ke+P) . T a+a)  (c1)
k=1 I=1 k=1 =]

en ayant fait I'hypothése que ¥i(x.y)=xP.yd et que ¥j(x.y)=xP yd.

Du fait de la nature rectangulaire du domaine, chaque terme de la matrice
s'exprime donc comme un produit de deux séries d'entiers élevés a une puissance.

Si I'on tient compte de I'expression canonique d'un polyndme de degré o exprimée
par la relation (2.18), on remarque que les fonctions ¥ se succédent dans un ordre
croissant. Il y a successivement 1 terme de degré 0, 2 termes de degré 1, ..., a+1

termes de degré «, si bien que la matrice S est de rang r=(a+1)(a+2)/2. En
effectuant un changement d'origine de telle sorte que la nouvelle origine
corresponde au centre de symétrie du domaine rectangulaire, tous les termes de la
matrice correspondant a une somme des coordonnées k ou | élevées a une
puissance (p+p’' ou g+q') impaire sont nuls (en effet, chaque coordonnée positive a
son correspondant négatif de méme valeur absolue).

En ayant ainsi simplifié considérablement I'expression de la matrice S, il sera
montré qu'il existe une solution unique au probléme des moindres carrés lorsqu'on
utilise des polyndmes de degré 0 a 3. Si I'on prend en compte uniquement des
carrés, on peut poser K=L. La matrice S a alors pour expression dans le cas du
degré plus élevé (3):

(a2 0 0 ab 0 ab 0O 0 0 O
0 ab 0 0 0 0 ac O b2 0
0 0 ab 0 0 0 0 b2 0 ac
ab 0 0 ac O b2 0 0 0 0
s= |0 0 0 0O B2 0O 0 0 0 O 2
ab 0 0 b2 0 ac 0 0 0 O
0 ac O 0 0 0 ad 0 bec O
0 0 b2 0 0 0 0 bec O bc
0 b2 0 0 0 0 bc O bec O
0 0 ac O 0 0 0 bec O ad
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ot a=K, b= . -2, c=XG=1. ol-ip), et d=Zq=1 _ kli-ig)6. Bien
entendu ig=(K+1)/2 correspond a la coordonnée du centre de symétrie du carré.

Dans le cas de polynémes de degré 0, 1 et 2, les matrices S correspondantes
sont obtenues en prenant les sous-matrices d'ordre 1x1, 3x3 et 6x6 inscrites dans
la partie supérieure gauche de la matrice de la formule (c2) respectivement. Pour le
cas des polyndmes d'ordre 0 et 1, on voit qu'une soiution unique existe toujours,
les matrices S associées étant diagonales. Dans le cas d'un polynéme de degré 2,
le déterminant est donné par la relation:

1S1 = (ab)d(b2-ac)? (c3)

Comme b2 est toujours plus grand que ac, 1S] ne peut jamais s'annuler, ce
qui garantit la régularité de la matrice correspondante. De la méme maniére, dans
le cas d'un polynéme de degré 3, le déterminant s'écrit:

1S$1 = (ab)d®2-ac)d(c2-bd)2 (c4)

On peut vérifier ici également que c2 reste toujours plus élevé que bd, ce qui
garantit une nouvelle fois la régularité de la matrice S. Les expressions des
déterminants données par (c3) et (c4) ont été obtenues a l'aide d'un programme de
manipulation d'expressions symboliques, en l'occurence SMP.



Pour ce faire, nous considérerons le cas d'un carré de dimension txt. Une fois
les inverses des matrices de Hankel estimées, la solution optimale implique la
multiplication de 5 matrices de taille respectives ryxry, ryxt, txt,txro et roxro. Pour
simplifier la référence a chacune de ces matrices, nous les noterons M4, M, ... et
Ms. De maniére a limiter la complexité de calcul, il faut effectuer ces multiplications
dans le bon ordre. Pour cela, on utilisera le fait que la multiplication d'une matrice
de taille pxq par une matrice de taille gxr requiert pxqxr opérations.

Appelons xy lindice associé au produit des matrices M, et My. On notera par
N(a-b,c-d,e-f,g-h) le nombre d'opérations nécessaires aux multiplications
matricielles effectuées dans l'ordre indiqué par le quadruplet (a-b,c-d,e-f,g-h), ol
a,b,c, ..., h sont des indices.

On a les configurations suivantes:

N(1-2,12-3,123-4,1234-5) =112t + 112 + ryrpt + 112 = N, dn
N(1-2,3-4,34-5,12-345) = 1,2t + 1512 + 192t + 1ot = Ny (d2)
N(1-2.4-512-3,123-45) = 112t + 1y2t +1112 + ryrpt = Ny (d3)
N(1-2,4-5,3-45,12-345) =112t + 152t +1p12 + ryrot = Ny (d4)
N(2-3,1-23,123-4,1234-5) = 1112 + 112t + ry10t + 14192 = N (d5)
N(-3,1-23.4-5,123-45) = 112 + 112t + 152t + 1ot = N3 (dé)
N(2-3.23-4,1-234,1234-5) = 1112 + 1115t + 11215 + 11192 = Ny (d7)
N(2-3.23-4.234-5,1-2345) = 112 + ot + 1102 + 112r0 = Ny (d8)
N(2-3,4-523-45,1-2345) = 1112 + 192t + ryrot + 112r = N (d9)
N(3-4.34-52-345,1-2345) =r1t2 + 192t + 119t + 1121y = Ng (d10)
N(3-4.2-34,1-234,1234-5) = o2 + ryrot + 17210 + 112 = Ny (@i
N(3-4,34-5,2-345,1-2345) = 1pt2 + ;221 +nrot +172r0=Ng d12)
N(4-5,3-45,2-345,1-2345) =192t + 1512 + ryrot + 11219 = Ng did)

De toutes ces configurations ressortent sept nombres d'opérations différents
Ny a Ng. Le terme ryrot est commun a chacun d'eux. Restent 6 autres termes, en

l'occurence 2, r92t, 112, rot2, 12y en ryrp2. Ng<N1<Nj3 car t2rp. De la méme fagon,
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N7<NgsNj car t>ry. Entre Ny et N7, tout dépend de la relation entre rqy et ro.
Néanmoins, on voit que le nombre minimum d'opérations est obtenu en

Ng = min(ry,r2)xt2 + ryxroxt + 112r + 11192 opérations. L'ordre dans lequel effectuer les
multiplications est donné par le quadruplet associé.

Essayons de montrer maintenant que ce calcul est toujours avantageux par
rapport a une formulation non séparable. Dans un tel cas, il faut

Nps = NXroxt2 + r2ry2 opérations. Le premier terme correspond au calcul du vecteur

h, le second a la multiplication matrice-vecteur S-1h. On a cependant négligé le
nombre d'opérations relatives a l'inversion de matrice. Ceci prouve les
performances de I'approche séparable, car Ny est toujours plus grand que Ng

quelle que soit la valeur de t comme il est montré si-dessous. En effet, on peut donc
écrire:

12xmin(ry o) +1Xroxt + 112rp + 1112 < 1Xroxt2 + 1122 (d14)

12(1 - min@ry.m)/(M)) -t+ 1 -1 -1 >0 (d15)

Le premier terme de cette inégalité est toujours positif, le second toujours
negatif et le troisieme toujours positif pour riro>1. Le membre de gauche de

I'inégalité décrit donc une parabole présentant un minimum en t=1/(2m) ol m
représente le facteur de t2 dans (d15). La valeur de ce minimum est donnée par:

Minimum =-1/(4m) + rrp -1y -1y (d16)

On peut montrer qu'il est toujours plus grand que zéro. Posons min(ry.ro)=ri. m
vaut dés lors 1-1/rp. Etudier le signe du minimum revient a résoudre l'inéquation:

4m(r1r2-r1-r2)-1>0
Aryro-4ry-4ry +4n/rp-4rp+4-1>0
f(l'] ,I'2)=4I'22(I’]- 1)~4r1(2r2-])+3r2>0 di7

Or, du fait que ry > 1 (sinon I'approche séparable ne peut étre intéressante),
on peut écrire:

f(r1.r0) < 4ro2 - 8rqra + 4ry + 317 (d18)

On peut montrer que le terme de droite de cette inéquation présente un
minimum absolu en (0.5,0.875) qui vaut 2.5, ce qui garantit que (d17) reste toujours
satisfait.



Si I'on développe la relation (3.11), l'erreur quadratique est exprimée au
moyen de la relation:

EQ = Trace((G'G - GTG» -GATG + GATGA))
= Trace(GTG) - Trace(GTGA ) - Trace(GATG) + Trace(GATGA)
= Trace(GT1G) - 2xTrace(GATG) + Trace(GATGA) (el)
en utilisant le fait que Trace(A+B) = Trace(A) + Trace(B),
que Trace(A) = Trace(AT) et que (ABC...)T = (..CTBTAT). Si I'on explicite le
deuxiéme terme de (e1) a partir de I'équation (3.10), on a:
Trace(GATG) = Trace( (Vi U VDT GA) = Trace(V; UT V, T GA)
= Trace(UT V, T GA V) = Trace(UT H) (e2)
vu que pour toute matrice A de taille pxq et B de taille gxp
Trace(AB) = Trace(BA). Si I'on prend le troisieme terme de I'expression (e1), il
s'écrit :

Trace(GATGA)

Trace((Vx U VDT (Vi U V|T)

Trace((Vy U VDT (Vi Si-1H S Vi)

Trace(V,UT Vv, TV,) Si-1H S1 V)

TI'OCG(V| UT H S|'1 VlT]

Trace(UTH St (V)T VD)

= Trace(UT H) (e3)

On remarque donc que dans le cas de I'approximation optimale au sens des
moindres carrés, Trace[GATG] = Trace[GATGA] = Trace[UT H]. L'erreur quadratique
correspond donc tout simplement a effectuer la différence des énergies des
signaux de départ et approximés. Elle s'exprime par:

EQ = Trace(GTG) - Trace(UTH)

K L
=[Z Zg2kh]- Trace(U™H) (ed)
k=1 I=1]

Pour un domaine carré de taille txt, la matrice H peut étre estimée en
Np=min(rq,ro)xt2+ryxroxt opérations (voir annexe D). Le calcul de I'énergie des
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données approximées s'obtient donc en Ny+min(rq+ro2,r42+r,) opérations en
supposons qu'il faut autant de temps pour effectuer une addition qu'une
multiplication. Si ry+r2>ry2+rp, on effectue le calcul de la trace de la matrice UTH
sans quoi on calcule la trace de la matrice UHT. Le calcul de I'énergie du domaine
s'obtient en t2 opérations. Le calcul de I'erreur quadratique peut se faire de fagon
optimale en min(ry+rp2,r42+r5)+t2 opérations si I'on suppose avoir mémorisé lors
du calcul des coefficients d'approximation I'expression de la matrice H.

Pour comparer les performances des méthodes séparables et non
séparables, il suffit de comparer le calcul de I'énergie de I'approximation. Dans une
formulation non séparable du probléme, il faut ryxrp multiplications et (ryxro)-1
additions. Dans le cas séparable, il suffit de min(ry2,ro2) multiplications et
max(rq,r2)-1 additions. Quelles que soient les valeurs de rqy et ro, la deuxiéme
solution est plus performante.
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la | isi : ment:

Considérons deux noeuds n; et n; impliqués dans le rassemblement avec
nj<nj. n; et n; possédent leur ensemble de voisins Vet V;, respectivement. Appelons
aj(aj), le nombre de voisins de nj(n;) portant un numéro moins élevé que ni(n;). Il
existe b=Card(Vj)-u; voisins de n; portant un numéro plus élevé que n;. De fagon
similaire , il existe bi=Card(V;)-u; voisins de nj portant un numeéro plus élevé que n;.
Aprés rassemblement, le nouveau noeud porte le numéro n;. Les informations
relatives au noeud n;sont éliminées. La liste de voisins de n; contient tous les
voisins de n; qui n'étaient pas ses propres voisins excepté lui-méme, autrement dit:

Vi« UV]) \ {ni,n,-] (1

Les éléments de cette liste correspondant aux nouveaux voisins de n; vont
avoir une structure différente selon que le numéro qu'ils portent est compris entre n;
et n; ou pas. Certains pointeurs de cellule utilisés pour accéder a linformation de

voisinage d'un certain noeud vont devenir des cellules et vice-versa. Les cellules
ou les pointeurs de cellules doivent étre déplacer pour préserver l'ordre des
voisins.

On définit les étapes suivantes:

1.- balancement de l'arbre apreés suppression du minimum de dissimilarité et
de toutes les mesures de dissimilarité liant n; a des noeuds appartenant a Vimvj.

2.- Insertion ordonnée des voisins v; de n; n'appartenant pas a n; avant
rassemblement (v; e (ViUV)) \ ((VinVj)ulni.n})); elimination des autres voisins de n;.

3.- remplacement de n; par n; dans la liste des voisins des noeuds v; et

remplacement de cellules par des pointeurs de cellule et inversément si
nécessaire. Ce processus nécessite un réordonnancement des listes de voisins
correspondantes.

4.- Calcul des nouvelles mesures de dissimilarité et rebalancement de I'arbre
binaire balancé.

5.- destruction de toutes les informations restantes relatives au noeud n ide la
liste des noeuds du GCR.

Les étapes 1 et 4 impliquent une simple modification du chainage des
branches de I'arbre pour le rebalancer (voir section 4.3.3). En ce qui concerne les
points 2 et 3, la procédure a suivre est un peu plus complexe.

Si n; et n; n'ont initialement qu'eux-mémes pour voisins, aucune modification
de la liste des voisins de n; n'est necessaire. |l en va de méme si nj n'a pour autre
voisin que n;. Par contre, si I'on a a faire a une situation inverse, on associe la liste
des voisins de n; a n; en remplagant systématiquement n; par n;. Il est cependant
nécessaire de changer la structure de la liste de voisins pour tous les v; compris
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entre n;et n. Pour chaque vjde la liste des noeuds du GCR, la liste des voisins
correspondante est réordonnée en déplagant la cellule relative a n j- Le pointeur de
cellule provenant de la liste des voisins de n; indiquera cette cellule.

Si n; et n; ont chacun plusieurs voisins, on parcourt les deux listes de voisins

en parallele pour comparer leurs éléments respectifs. L'ordonnancement de ses
listes selon le numéro de chaque voisin garantit une comparaison rapide. On
observe les configurations suivantes:

1) Les a; premiers voisins de n; sont comparés aux a; premiers voisins de n;
pour autant que le numéro des voisins de n; soit plus petit que n;. Les comparaisons

se font via les pointeurs de cellules. On les effectue jusqu'a dépasser ou atteindre
un numéro de voisin de la liste des a; premiers voisins de n;. S'il n'est pas atteint,

cet élément noté e n'existe pas dans la liste et il y est donc inséré. Selon que e soit
supérieur ou pas a n; on crée une cellule ou un pointeur de cellule. Par la méme

occasion, la liste des voisins de e est modifié¢e de maniére a faire remonter
Ielement e-n;-md & la place e-n;-md (dans le cas e<n;). Si e apparait dans les deux

listes, on élimine l'information relative a la branche e-n; du GCR (cellule dans la
liste des voisins de e et pointeur de cellule dans la liste des voisins de n).

2) Si le numéro du voisin de n; devient plus grand que nj, la comparaison
continue de fagon similaire mais sur les b; derniers voisins de n;. S'il est présent

dans les deux listes, on procéde comme en 1). S'il n'est pas présent dans la liste,
ce qui est verifié dés que I'on atteint un voisin de n; portant un numéro supérieur au

numero du voisin de njou lorsqu'on a atteint la fin de la liste des voisins de n;, on

insére cet élément juste avant le voisin portant le numéro supérieur au sien ou
aprés le dernier élément de la liste des voisins de n; en créant cette fois-ci une

cellule vu que ce voisin a un numéro supérieur a n;. En notant une nouvelle fois par
e ce voisin, on crée la cellule ni-e-md. En se plagant sur le noeud de valeur e, sa
liste de voisins aura la cellule e-nj-md remplacée par un pointeur de cellule qui
indique la cellule nj-e-md. Ce pointeur est déplacé de maniére a respecter I'ordre
des voisins.

3) Il s'agit maintenant de traiter le cas des bj derniers voisins de n;. Ceux-ci
doivent étre comparés aux b; derniers éléments de n; car le numéro du voisin de n;
est nécessairement plus grand que n; . On adopte la méme stratégie qu'en 2) si ce
n'est qu'il n'y a pas inversion de cellules par des pointeurs de cellules.

L'union entre les deux listes de voisins peut-étre obtenue ainsi rapidement a
cause de l'ordre existant entre chaque cellule ou pointeur de cellule des deux
listes.
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Considérons un domaine D comprenant N points. Le signal original sur ce
domaine définit un vecteur g. Son approximation gA a partir d'un ensemble de r

fonctions de base ¥j(x.y) (j=1,...,r) est donnée par:
ghr=2u (g

ou u correspond aux r coefficients d'approximation et la matrice Nxr Z liée a la
géométrie du domaine a pour expression :

[ 1
Y1) Yo(1) Y1
¥ ‘I’Q(Q) ce lI’r(2)
Z=| . . . . 92
:I’](N) Yo(N) Ce ‘I’r(N)J

¥j(n) définit une notation compacte pour indiquer la valeur de la fonction

¥j(x,y) au nieme point du domaine D. La solution optimale au sens des moindres
carrés satisfait le systéeme (voir chapitre 2):

u=(212)y121g (9d)

La matrice rxr ZTZ est notée S; le vecteur ZTg est appelé h. Le systéme (g3)
se simplifie de la fagon suivante :

u=sTh (94)

Si l'on effectue un changement d'origine du systéme en (xg,yg), tout se passe
comme si on calculait I'approximation par rapport a une ensemble de fonctions de
base '¥j(x,y) = ¥j(x-x0.y-Yo). On peut souvent passer d'un ensemble de fonctions a
I'autre par une simple matrice de changement de base C de dimension rxr. On écrit

alors:
r

Yixy) = )) Cj ‘¥i(x.y) (g%
1

Si l'on choisit une approximation polynomiale de degré «, ceci est vérifié. Les
coefficients c; sont alors obtenus grace au binéme de Newton. D'une fagon

générale, on peut écrire ¥j(x.y) = xPOya®. On a alors:

Wi (x.y) = (x-xg)PWD(y-yg)ad
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0 R10)
= 2 [B(p(@i).k) xk.(-xgpP®K] X [B(ql).)) y'.(-yg)a®-]
k=0 =0
p@ q®
=X X [BpG().k B@®.b (xgPDkymai-kkyl] (g6)
k=0 1=0 |

Le terme xky! définit la fonction de base ¥j(x.y) pour laquelle k=p(j) et |=q(j),
les coefficients cj; s'obtiennent par comparaison entre les relations (g5) et (g6).
B(m,n) définit simplement la binémiale de m et n. Elle s'exprime donc par la

relation:
B(m,n) = m!/(ni(m-n)!) @o”

Si I'on indique les paramétres de I'approximation dans la nouvelle base par
les mémes lettres munies d'une apostrophe, on peut écrire:

Z2=2CT (g%
du fait que le vecteur des fonctions de base ¥' satisfait la relation ¥'=C¥. La
solution optimale au sens des moindres carrés satisfait dans la nouvelle base le
systéeme:
u =@ (o))
= (272)127g

En remplagant Z' par sa valeur dans (g8), on peut exprimer S', h' et u' en
fonction des anciens paramétres d'approximation. On trouve ainsi:

$=C2lzCT=CcsCT (g10)
u' = (CSCT)1C Z1g = (CT)'1$-1C-IC h =(CT)lu C1h))
h=ZCNig=C@'g)=Ch g12)

Ces relations garantissent d'obtenir I'expression des parameétres

d'approximation au sens des moindres carrés aprés changement d'origine en O(r2)
opérations.

Bemarque: Cette propriété peut étre généralisee a tout ensemble de fonctions de
base Y¥i(x.y) si aprés changement d'origine, les nouvelles fonctions de base

peuvent étre obtenues par combinaison linéaire des fonctions de base de départ.
Ceci est équivalent a chercher I'existence d'une matrice de changement de base
entre les deux ensembles de fonctions.



En reprenant la formulation de I'annexe G, on remarque qu'une solution
polynomiale au sens des mondres carrés u' peut étre obtenue aprés changement
d'origine a partir de la matrice de changement de base C et de la solution optimale
u dans le repére initial. On a ainsi:

u=(CNHlu (h1)

Si I'on analyse les expressions de la matrice de covariance I" et du vecteur
moyenne u'y, a partir d'un ensemble de M vecteurs d'apprentissage u'; exprimés
dans la nouvelle base, on a :

M M M

Um=EW) =X uj=2 €y =CNH' X y=CHlu, (2)
i=1 i=1 i=1

' = E(U-u'y) WU = ECCTY Y(u-uy,) (U-u)’CY)
= (CD1 E((U-uy) (U-u, )N C1=(CT 1T C! (h3)

Dans la nouvelle base la distance de Mahanalobis entre deux vecteurs de
coefficients u et v s'exprime par:

d' @' V) = W-v)HT @)1 W-v) = ((U-wTC) @)1 (CTY 1u-v))
= ((U-V)TC1) (C@)ICT) ((CT)-1(u-v))
= (u-V)T (1)1 (u-v) = drpy(UV) (h4)

Ainsi, cette mesure de distance reste invariante par rapport au choix de
'origine pour laquelle on a calculé I'approximation polynomiale au sens des
moindres carrés. Cette propriété reste satisfaite pour tout ensemble de fonctions de
base pour lequel un changement d'origine correspond a multiplier le vecteur des
fonctions de base initial par une matrice de changement de base C.

La mesure d'erreur quadratique entre vecteurs de coefficients estimés selon le
critére des moindres carrés ne présente pas un tel avantage. On trouve dans ce
cas:

d''v) = (-v)I'-v) = u-vIC-1(CT) 1(u-v)
= (U-VIECTCYTu-v) (hS)

Les deux erreurs quadratiques d'(u’,v") et d(u,v) ne sont identiques que si la
matrice de changement de base est orthonormée (CT=C-1).
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